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编者 的 话 


《好 玩 的 数学 》 从 书 自 2004 年 10 月 出 版 以 来 ， 受 到 社会 各 
界 广 泛 好 评 ， 和 名 分 册 先 后 重印 5 ~7 次 ,平均 发 行 量 近 25 00055, 
是 近年 来 国内 图 书市 场 上 少见 的 一 套 叫好 又 叫座 的 科普 图 书 。 
《好 玩 的 数学 》 从 书 从 多 个 角度 展示 了 数学 的 “好 玩 ”， 将 现 
代数 学 和 经 典 数 学 中 许多 看 似 十 怪 、 实 则 富有 思想 哲理 的 内 容 
最 大 限度 地 大 众 化 ， 努 力 使 读者 “ 知 其 然 ” 更 “ 知 其 所 以 
Я”; 不 仅 使 读者 领略 到 数学 的 好 玩 、 数 学 的 美 ， 也 让 读者 从 
中 感悟 到 数学 与 文学 、 数 学 与 艺术 、 数 学 与 文化 的 交融 、 汇 
合 ; 把 数学 的 好 玩 提升 到 了 相当 高 雅 的 层次 ,让 一 般 读者 也 能 
领略 数学 的 博大 精深 。 从 书 于 2004 年 获 科学 时 报 杯 “科学 普 
及 与 科学 文化 最 佳 丛 书 奖 ”，2006 年 又 被 国家 新 闻 出 版 总 署 列 
为 “向 全 国 青 少年 推荐 的 百 种 优秀 图 书 ” 之 一 。 

为 了 满足 更 广泛 的 读者 的 需求 ， 我 们 组 织 作 者 对 丛书 做 了 
一 次 修订 ， 凝 缩 了 几 部 书稿 的 篇 幅 ， 删 除了 部 分 难度 较 大 的 内 
容 ， 以 保证 《好 玩 的 数学 (普及 版 )》 的 内 容 更 加 通俗 易 懂 ， 
且 每 本 书 的 定价 都 在 20 元 左右 ,希望 能 让 更 多 喜欢 这 套 书 的 
读者 朋友 读 得 懂 、 买 得 起 。 

《好 玩 的 数学 》 从 书 出 版 后 ,主编 张 景 中 院士 陆续 接 到 了 
一 些 科普 作家 来 信 ， 希望 能 加 入 拟稿 ， 有些 科普 作家 还 给 编辑 
部 寄 来 了 自己 的 得 意 之 作 ， 于 是 这 次 修订 便 补充 进来 其 中 优秀 
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的 两 种 新 书 ( 即 《进位 制 与 数学 游戏 》 与 《十 算 诗 题 探 源 ))。 

这 套 从 书 作 者 的 平均 年 龄 超过 了 70 岁 ， 希 望 在 他 们 的 示 
范 和 感召 下 ， 我 国 科普 事业 能 新 人 辈出 ， 创 作出 更 多 的 优秀 
作品 。 
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2002 年 8 月 在 北京 举行 国际 数学 家 大 会 (ICM2002) 期 
Е, 岁 高 龄 的 数学 大 师 陈 省 身 先 生 为 少年 儿童 题词 ， 写 下 
了 “数学 好 玩 ”4 个 大 字 。 

数学 真 的 好 玩 吗 ? 不 同 的 人 可 能 有 不 同 的 看 法 。 

有 人 会 说 ， 陈 省 身 先 生 认为 数学 好 玩 ， 因 为 他 是 数学 大 
师 ， 他 懂 数 学 的 奥妙 。 对 于 我 们 凡夫 俗 子 来 说 ， 数 学 枯燥 ， 数 
学 难 懂 ， 数 学 一 点 也 不 好 玩 。 

其 实 ， 陈 省 身 从 十 几 岁 就 觉得 数学 好 玩 。 正 因为 觉得 数学 
好 玩 ， 才 兴致 勃勃 地 玩 个 不 个 ， 才 玩 成 了 数学 大 师 。 并 不 是 成 
了 大 师 才 说 好 玩 。 

所 以 ， 小 孩子 也 可 能 觉得 数学 好 玩 。 

当然 ， 中 学 生 或 小 学 生 能 够 体会 到 的 数学 好 玩 ， 和 数学 家 
所 感受 到 的 数学 好 玩 ， 是 有 所 不 同 的 。 好 比 和 象棋 ， 刚 入 门 的 棋 
手 觉得 有 趣 ， 国 手 大 师 也 觉得 有 趣 ， 但 对 于 具体 一 步 棋 的 奥妙 
和 其 中 的 趣味 ,理解 的 程度 却 大 不 相同 。 x 

世界 上 好 玩 的 事物 ， 很 多 要 有 了 感受 体验 才能 食 髓 知味 。 
有 酒仙 之 称 的 诗人 李白 写 道 “但 得 此 中 味 ， 勿 为 醒 者 传 。” 
不 喝酒 的 人 是 很 难 理解 酒 中 乐趣 的 。 

但 数学 与 酒 不 同 。 数 学 无 所 不 在 。 每 个 人 或 多 或 少 地 要 用 
到 数学 ， 要 接触 数学 ， 或 多 或 少 地 能 理解 一 些 数学 。 

5.2000 多 年 前 ， 人 们 就 认识 到 数 的 重要 。 中 国 古 代 哲 
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学 家 老子 在 《道德 经 》 中 说 :“ 道 生 一 ， 一 生 二 ， 二 生 三 ， 三 
ЕШ.” 十 希腊 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 思想 家 菲 洛 劳 斯 说 得 更 加 
确定 有 力 :“ 让 大 、 万 能 和 完美 无 缺 是 数字 的 力量 所 在 ， 它 是 
人 类 生活 的 开始 和 主 宁 者 ， 是 一 切 事物 的 参与 者 。 没 有 数字 ， 
一 切 都 是 混乱 和 黑暗 的 。” 

既然 数 是 一 切 事物 的 参与 者 ， 数 学 当然 就 无 所 不 在 了 。 

在 很 多 有 趣 的 活动 中 ， 数 学 是 幕后 的 策划 者 ， 是 游戏 规则 
的 制定 者 。 

玩 七 巧 板 ， 玩 九 连 环 ,， 玩 华容 道 ， 不 少 人 玩 起 来 乐 而 不 
傍 。 玩 的 人 不 一 定 知道 ， 所 玩 的 其 实 是 数学 。 这 套 从 书 里 ， 吴 
知 龄 先生 编著 的 《七 巧 板 、 九 连环 和 华容 道 一 一 中 国 古 典 智力 
游戏 三 绝 》 一 书 ， 讲 了 这 些 智力 游戏 中 草 含 的 数学 问题 和 数学 
道理 ， 说 十 论 今 ， 引 人 入 胜 。 丛 书 编者 应 读者 要 求 ， 还 收入 了 
医 先 生 的 为 一 本 备 受 大 家 欢迎 的 《 幻 方 及 其 他 一 一 娱乐 数学 经 
典 名 题 》， 该 书 题材 广泛 、 内 容 有 趣 ， 能 使 人 在 游戏 中 启迪 思 
想 、 开 阔 视 野 ， 锻 炼 思 维 能 力 。 从 书 的 其 他 各 册 ， 内 容 也 时 有 
涉及 数学 游戏 。 游 戏 就 是 玩 。 把 数学 游戏 作为 丛书 的 重要 部 
分 ， 是 “好 玩 的 数学 ” 题 中 应 有 之 义 。 

数学 的 好 玩 之 处 ， 并 不 限于 数学 游戏 。 数 学 中 有 些 极 具 实 
用 意义 的 肉 容 ， 包 含 了 深刻 的 奥妙 ， 发 人 深思 ， 使 人 惊讶 。 比 
如 ， 以 数学 家 欧 拉 命名 的 一 个 公式 

е2" =] 

这 里 指数 中 用 到 的 站， 就 是 大 家 熟悉 的 圆周 率 ， 即 圆 的 周 长 和 
直径 的 比值 ， 它 是 数学 中 最 重要 的 一 个 常数 。 数 学 中 第 2 个 重 
要 的 常数 ， 就 是 上 面 等 式 中 左 端 出 现 的 e， 它 也 是 一 个 无 理 
数 ， 是 自然 对 数 的 底 ， 近 似 值 为 2.718281828459…。 指 数 中 用 
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到 的 另 一 个 数 i， 就 是 虚数 单位 ， 它 的 平方 等 于 -1。 谁 能 想 
到 ， 这 3 个 出 身 大 不 相同 的 数 ， 能 被 这 样 一 个 简洁 的 等 式 联系 
在 一 起 呢 ? 丛书 中 ， 陈 仁政 老师 编著 的 《说 不 尽 的 n》 和 和 
《不 可 思议 的 e》( 此 二 书 尚 无 学 生 版 一 一 编者 注 ) ， 分 别 详尽 地 
说 明了 这 两 个 奇妙 的 数 的 来 历 、 有 关 的 轶 事 趣 谈 和 人 类 认识 它 
们 的 漫长 的 过 程 。 其 材料 的 丰富 详尽 ， 论 述 的 清楚 确切 ， 在 我 
所 知 的 中 外 有 关 书 籍 中 ， 无 出 其 右 者 。 

如 果 你 对 上 面 等 式 中 的 虚数 让 的 来 历 有 兴趣 ， 不 妨 翻 一 番 
王 树 和 教授 为 本 从 书 所 写 的 《数学 演义 》 的 “第 十 五 回 = 
次 方程 闹剧 获得 公式 解 ” 神 医 卡 丹 内 六 难 会 诡 辩 量 ”。 这 本 章 
回 体 的 数学 史 读物 ， 可 谓 通 而 不 俗 、 深 入 浅 出 。 王 树 和 教授 把 
数学 史上 的 大 事 趣事 憾事 ， 像 说 评书 一 样 ， 向 我 们 如 如 道 来 ， 
使 我 们 时 而 惊讶 、 时 而 叹息 、 时 而 感 奋 ， 引 来 无 穷 怀 念 晃 想 。 
数学 好 玩 ， 人 类 探索 数学 的 曲折 故事 何尝 不 好 玩 呢 ? 光 看 看 这 
本 书 的 对 联 形式 的 四 十 回 的 标题 ， 就 够 过 把 痕 了 。 王 教授 还 为 
从 书写 了 一 本 《数学 聊斋 》( 此 次 学 生 版 出 版 时 ， 王 教授 对 原 
(жәна) 一 书 进行 了 仔细 修订 后 ， 将 其 拆 分 为 《数学 聊 
帝 》 与 《数学 志 异 》 二 书 一 一 编者 注 ) ， 把 现代 数学 和 经 典 数 
学 中 许多 看 似 十 怪 而 实则 富有 思想 哲理 的 内 容 ， 像 《 聊 帝 》 
讲 鬼 说 狐 一 样 最 大 限度 地 大 众 化 ， 努 力 使 读者 不 但 “ 知 其 然 ” 
而 且 “ 知 其 所 以 然 "。 在 这 里 ， 数 学 的 好 玩 ， 已 经 到 了 相当 高 
雅 的 层次 了 。 

谈 祥 柏 先生 是 几 代数 学 爱好 者 都 熟悉 的 老 科普 作家 ， 大 量 
的 数学 科普 作品 早已 脸 炙 人 口 。 他 为 丛书 所 写 的 《 乐 在 其 中 的 
数学 )》 ， 很 可 能 是 他 的 封 笔 之 作 。 此 书 吸取 了 美国 著名 数学 科 
К 25 年 中 作品 的 精华 ， 结 合 中 国 国情 精心 改编 ， 
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АЖЖ. ДЖ, H deh O ЖЕЗЯЖТУЕЖЖЯ 
中 。 

多 南 轩 老 师 所 写 的 《数学 美 拾趣 》 一 书 ， 自 2002 年 初版 
以 来 ， 获 得 读者 广泛 好 评 。 该 书 以 流畅 的 文笔 ， 围 绕 一 些 有 趣 
的 数学 内 容 进行 了 纵横 知识 面 的 联系 与 扩展 ， 足 以 开阔 眼界 、 
拓 广 思维 。 读 者 群 中 有 理科 和 文科 的 师 生 ， 不 但 有 数学 爱好 
者 ， 也 有 文学 艺术 的 爱好 者 。 该 书 出 版 不 久 即 脱销 ， 有 一 些 读 
者 索 节 而 未 能 如 愿 。 这 次 作者 在 原 书 基础 上 进行 了 较 大 的 修订 
和 补充 ， 列 入 丛书 ， 和 希望 能 满足 这 些 读者 的 心愿 。 

世界 上 有 些 事物 的 变化 ， 有 确定 的 因果 关系 。 但 也 有 着 大 
量 的 随机 现象 。 一 局 象棋 的 胜 负 得 失 ， 一步 一 步 地 分 析 起 来 ， 
因 林 关系 是 清楚 的 。 一 盘 麻 将 的 输赢 ， 却 包含 了 很 多 难以 预料 
的 偶然 因素 ， 即 随机 性 。 有 趣 的 是 ， 数 学 不 但 长 于 表达 处 理 确 
定 的 因果 关系 ,而 且 也 能 表达 处 理 被 偶然 因素 支配 的 随机 现 
象 ， 从 偶然 中 发 现 规律 。 孙 荣 恒 先 生 的 《趣味 随机 问题 》 一 
书 ， 向 我 们 展示 出 概率 论 、 数 理 统计 、 随 机 过 程 这 些 数学 分 支 
中 许多 好 玩 的 、 有 用 的 和 新 颖 的 问题 。 其 中 既 有 经 典 趣 题 ， 如 
赌 徒 输 光 宋 理 ， 也 有 近年 来 发 展 的 新 的 方法 。 

中 国 古 代数 学 ， 体 现 出 算法 化 的 优秀 数学 思想 ， 曾 一 度 辉 
煌 。 回 顾 一 下 中 国 古 算 中 的 名 题 趣事 ， 有 助 于 了 解 历 史 文化 ， 
振奋 民族 精神 ,学习 逻 辑 分 析 方 法 ， 发 展 空 间 想 像 能 力 。 郁 祖 
权 先 生 为 从 书 所 著 的 《中 国 古 算 解 趣 》， 诗 、 词 、 书 、 画 、 数 
五 术 俱 有 ， 以 通俗 艺术 的 形式 介绍 韩信 点 兵 、 苏 武 牧羊 、 李 白 
法 酒 等 40 余 个 中 国 古 算 名 题 ; 以 题 说 法 ， 讲 解 我 国 古代 很 有 
影响 的 一 些 数学 方法 ; 以 法 传 知 ， 叙 述 这 些 算法 的 历史 背景 和 
实际 应 用 ， 并 对 相关 的 中 算 典 籍 、 著 名 数学 家 的 生平 及 其 贡献 
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做 了 简要 介绍 ， 的 确 是 青少年 的 好 读物 。 

读 一 读 《 好 玩 的 数学 》， 玩 一 玩 数学 ， 是 消闲 娱乐 ， 又 是 
学 习 思 考 。 有 些 看 来 已 经 解决 的 小 问题 ， 再 多 想 想 ， 往 往 有 
“柳暗花明 又 一 村 ”的 感觉 。 

举 两 个 例子 : 

《中 国 古 算 解 趣 》 第 37 节 , 讲 了 一 个 “三 贫 垂 钓 ” 的 题 
目 。 与 此 题 类 似 ， 有 个 “五 猴 分 桃 ” 的 趣 题 在 世界 上 广泛 流传 。 
著名 物理 学 家 、 诺 贝尔 奖 获 得 者 李 政道 教授 访问 中 国 科 学 技术 
大 学 时 ， 曾 用 此 题 考 问 中 国 科 学 技术 大 学 少年 班 的 学 生 ， 无 人 
能 答 。 这 个 问题 ， 据 说 是 由 大 物理 学 家 狄 拉 克 提 出 的 ， 许 多 人 
尝试 着 做 过 ， 包 括 狄 拉 克 本 人 在 内 都 没有 找到 很 简便 的 解法 。 
李 政 道教 授 说 ， 著 名 数理 逻辑 学 家 和 哲学 家 怀 德 海 曾 用 高 阶 差 
分 方程 理论 中 通 解 和 特 解 的 关系 ， 给 出 一 个 巧妙 的 解法 。 其 实 ， 
仔细 想 想 ， 有 一 个 十 分 简单 有 趣 的 解法 ， 小 学 生 都 不 难 理解 。 

原 题 是 这 样 的 : 5 只 猴子 一 起 摘 了 1 堆 桃 子 ， 因 为 太 系 
了 ， 它 们 商量 决定 ， 先 睡 一 觉 再 分 。 

过 了 不 知 多 久 , 来 了 1 只 猴子 ， 它 见 别 的 猴子 没 来 ， 便 将 
这 1 堆 桃 子平 均 分 成 5 份 ， 结果 多 了 1 个， 就 将 多 的 这 个 吃 
了 ， 拿 走 其 中 的 1 扒 。 又 过 了 不 知 多 信 ， 第 2 只 猴子 来 了 ， 它 
不 知道 有 1 个 同伴 已 经 来 过 ， 还 以 为 自己 是 第 1 а, Ғ 
是 将 地 上 的 桃子 推 起来， 平均 分 成 5 份 ， 发 现 也 多 了 1 个 ， 司 
样 吃 了 这 1 个 ， 拿 走 其 中 的 1 扒 。 第 3 只 、 第 4 只 、 第 5 只 多 
子 都 是 这 样 ……… 问 这 5 只 猴子 至 少 摘 了 多 少 个 桃子 ?第 5 ЛЖ 
子 走 后 还 剩 多 少 个 桃子 ? 

思路 和 解法 : 题目 难 在 每 次 分 都 多 1 个 桃子 ， 实 际 上 可 以 
理解 为 少 4 个 ， 先 借 给 它们 4 个 再 分 。 
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ЕРЛЕРІ 
好 玩 的 是 ， 桃 子 尽管 多 了 4 个 ， 每 个 猴子 得 到 的 桃子 并 不 


会 增多 ， 当 然 也 不 会 减少 。 这 样 ， 每 次 都 刚好 均 分 成 5 Ж, Ж 
容易 算 了 。 


想 得 快 的 一 下 就 看 出 ， 桃 子 增加 4 个 以 后 ， 能 够 被 5 的 5 
次 方 整除 ， 所 以 至 少 是 3125 个 。 把 借 的 4 个 桃子 还 了 ， 可 知 5 
只 猴子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 
容易 算出 ， 最 后 剩 下 至 少 1024 -4 =1020 个 桃子 。 
НЯ, ЖЖ: 
设 这 1 EET £ b q x Т, ЕЖҰЛП4 个， 成 为 Y+4 个 。 
5 个 猴子 分 别 拿 了 ac，8，c，d，e 个 桃子 〈 其 中 包括 吃 掉 
у), ЛЯ 
| a= (x+4) /5 
5-4 (х+4)/25 
с=16 (х+4)/125 
d =64 (х+4)/625 
е=256 (х+4)/3125 
e 应 为 整数 ， 而 256 不 能 被 5 整除 ， 所 以 x+4 应 是 3125 
的 倍数 ， 所 以 
x +4 =3125k (上 取 上 自然 数 ) 
当 大 =1 时 ，x =3121 
答案 是 ， 这 5 ЛЕТЕ РАЙ Т 3121 个 桃子 。 
这 种 解法 ， 其 实 就 是 动力 系统 研究 中 常用 的 相似 变换 法 ， 
也 是 数学 方法 论 研究 中 特别 看 重 的 “映射 - 反 演 ”法 。 小 中 
见 大 ， 也 是 数学 好 玩 之 处 。 
# (АА т) 的 3.3 节 ， 谈 到 了 祖冲之 的 密 率 355/113, 
这 个 密 率 的 妙 处 ， 在 于 它 的 分 母 不 大 而 精确 度 很 高 。 在 所 有 分 
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母 不 超过 113 的 分 数 当 中 ， 和 7 最 接近 的 就 是 355/113。 不 但 
如 此 ， 华 罗 庚 在 《数论 导 引 》 中 用 丢 番 图 理论 证 明 ， 在 所 有 
分 母 不 超过 336 的 分 数 当 中 ， 和 最 接近 的 还 是 355/113。 后 
来 ， 在 夏 道 行 教授 所 着 《Tr 和 ee》 一 书 中 ， 用 连 分 数 的 方法 证 
明 ， 在 所 有 分 母 不 超过 8000 的 分 数 当 中 ， 和 7 最 接近 的 仍然 是 
355/113， 大 大 改进 了 336 这 个 界限 。 有 趣 的 是 ， 只 用 初中 里 学 
的 不 等 式 的 知识 ， 竟 能 把 8000 这 个 界限 提高 到 16500 以 上 ! 

根据 т = 3. 1415926535897 ..., % 4 [355/113 -п < 
0. 00000026677, Жж ЭЖ а/р И; 355/113 Ж 17 т, — E 
会 有 

|355/113-4/р| <2 х0). 00000026677 
也 就 是 
|355р -1134|/113р <2 x 0. 00000026677 

Я Я 4/р ЖЕ 355/113, ЖИ |355р -1134| 不 是 0。 但 它 

是 正 整 数 ， 大 于 或 等 于 1， 所 以 
1/113р <2 х0. 00000026677 
由 此 推出 
p >1/(113 х2 х0. 00000026677) > 16586 

这 表明 ， 如 果 有 个 分 数 q/p К, 355/113 更 接近 mm， 其 分 母 
p —£ X T 16586. 

如 此 简单 初等 的 推理 得 到 这 样 好 的 成 绩 ， 可 谓 鸡 刀 宰 牛 。 

数学 问题 的 解决 ， 常 有 “出 平 意料 之 外 ， 在 乎 情理 之 中 ” 
的 情形 。 

在 《数学 美 拾趣 》 的 22 章 ， 提 到 了 “ 生 锈 圆规 ЖАН 
题 ， 也 就 是 用 半径 固定 的 圆规 作 图 的 问题 。 这 个 问题 出 现 得 很 
早 ， 历 史上 著名 的 画家 达 ， 芬 奇 也 研究 过 这 个 问题 。 直 到 20 
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世纪 ， 一 些 基 本 的 作 图 ， 例 如 已 知 线段 的 两 端点 求 作 中 兵 的 问 
题 (线段 可 没有 给 出 来 )， 都 没有 答案 。 有 些 人 认为 用 生 锈 图 
规 作 中 点 是 不 可 能 的 。 到 了 20 世纪 80 年 代 ， 在 规 尺 作 图 间 题 
上 从 来 没有 过 贡献 的 中 国人 ， 不 但 解决 了 中 点 问题 和 另 一 个 未 
解决 问题 ， 还 意外 地 证 明了 从 2 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 
和 普通 规 尺 是 等 价 的 。 那 么 ， 从 3 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 
力 又 如 何 呢 ? 这 是 尚未 解决 的 问题 。 

开始 提 到 ， 数 学 的 好 玩 有 不 同 的 层次 和 境界 。 数 学 大 师 看 
到 的 好 玩 之 处 和 小 学 生 看 到 的 好 玩 之 处 会 有 所 不 同 。 就 这 套 从 
书 而 言 ， 不 同 的 读者 也 会 从 其 中 得 到 不 同 的 乐趣 和 益处 。 可 以 
当做 休闲 娱乐 小 品 随便 翻 翻 ， 有 助 于 排 仁 工作 疲劳 、 俗 事 烦 
Ru; 可 以 作为 教师 参考 资料 ， 有 助 于 活跃 课堂 气氛 、 局 迪 学 生 
心智 ; 可 以 作为 学 生 课 外 读物 ， 有 助 于 开 冰 眼界、 增长 知识 、 
锻炼 逻辑 思维 能 力 。 即 使 对 于 数学 修养 比较 高 的 大 学 生 、 研 究 
生 甚 至 数学 研究 工作 者 ， 也 会 开卷 有 益 。 数 学 大 师 华 罗 庚 提倡 
“小 敌 不 侮 ”*"， 上 面 提 到 的 两 个 小 题目 都 有 名 家 做 过 。 从 书 中 
这 类 好 玩 的 小 问题 比比 省 是 ， 说 不 定 有 心 人 还 能 从 中 控 出 宝 
矿 ， 有 所 斩获 呢 。 
m b Y, ПЕН, ИНАЯ (Чижа) 丛书 


成 功 。 


2004 年 9 月 9 日 
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本 书 原 名 《好 玩 的 数学 一 娱乐 数学 经 典 名 题 》， 科 学 出 
版 社 2003 年 11 月 出 版 。2004 年 科学 出 版 社 将 本 书 列 入 《好 
玩 的 数学 》 从 书 再 版 ， 书 名 改 为 《 幻 方 及 其 他 一 一 娱乐 数学 
经 典 名 题 》。 近 5 年 来 ， 本 书 已 5 次 重印 ， 总 印 数 达 24 000 
册 。 此 次 ， 科 学 出 版 社 推出 《好 玩 的 数学 》 从 书 普及 版 ， 本 
着 精简 与 普及 的 精神 ， 笔 者 对 原 书 第 二 部 分 做 了 较 大 删节 ， 除 
保留 同 素数 有 关 的 内 容 外 ， 其 他 一 律 割爱 ， 形 成 目前 这 样 的 格 
局 ， 同 时 把 书 名 相应 改 为 《 幻 方 与 素数 一 一 娱乐 数学 两 大 经 典 
名 题 》， 和 希望 获得 读者 的 理解 和 支持 。 

本 书 每 次 重印 ， 笔 者 都 对 书稿 做 了 修订 和 补充 。 尤 其 是 第 
四 次 重印 时 ， 修 订 和 补充 较 多 ， 主 要 包括 : 

(1) 我 们 的 祖先 发 明了 世界 上 最 早 的 幻 方 ， 历 来 都 是 依 
据 《 河 图 》、《 洛 书 》 的 传说 ， 加 上 《大 戴 礼 记 》 中 关于 “二 
AW, 七 五 三 ， 六 一 八 ” 这 一 九 官 数字 的 记载 ， 本 书 也 不 人 鲍 
外 。 我 国 数学 史 专 家 梁 宗 巨 先 生 在 其 遗 作 《 世 界 数 学 通史 》 
中 突破 了 这 一 框框 。 他 根据 1977 Е ЖЖЕНИЕ (ЖЖ 
“E HT”) 的 两 座 西汉 汝 阴 侯 墓 中 出 土 的 天 文 仪器 “ 太 乙 九 
官 占 盘 ”上 的 文字 ， 认 定 其 上 有 一 个 3 阶 幻 方 ， 从 而 不 但 使 中 
国人 发 明了 幻 方 成 为 有 实物 依据 的 确凿 的 史实 ， 还 使 发 明 的 年 
代 比 先前 的 估计 提前 了 两 个 半 世 纪 ! 这 是 幻 方 研究 中 一 个 十 分 
重要 而 且 意 义 深远 的 进展 。 因 此 我 们 加 入 了 有 关 的 内 容 。 


XI 


(2) 对 杨辉 的 “百子 图 ”， 过 去 很 少 有 人 重视 。 兰 州 交 通 
大 学 的 黄 均 迪 先生 向 笔者 指出 ， 它 其 实 列 含 着 许多 特点 ， 富 兰 
克 林 的 神奇 幻 方 很 有 可 能 是 受 杨辉 百子 图 的 启发 而 设计 的 。 笔 
者 赞赏 黄 均 迪 先 生 的 发 现 和 观点 ， 增 加 的 内 容 基本 上 是 他 的 
ЖЫ 

(3) 笔者 在 讨论 杨辉 的 两 个 4 阶 幻 方 为 什么 一 个 被 叫做 
“ЕЖ”, 为 一 个 被 叫做 “ 阴 图 ”时 ,提出 了 同 阶 不 同 幻 方 有 
优 劣 、 高 低 之 分 的 观点 ， 并 通过 分 析 认 为 阴 图 在 匀称 性 和 美观 
程度 方面 优 于 阳 图 。 最 近 笔者 发 现 了 外 国学 者 以 美学 观点 讨论 
幻 方 的 资料 ， 虽 然 其 角度 和 方法 同 笔 者 并 不 一 样 ， 但 结论 却 十 
分 相似 ， 值 得 向 读者 作 介绍 。 

(4) 在 第 6 章 中 增加 了 一 节 “ 幻 环 "”。 对 变形 幻 方 ， 我 们 
已 经 介绍 了 幻 圆 、 幻 星 、 幻 矩形 、 魔 蜂 窜 等 较 多 品种 ， 幻 圆 中 
有 些 其 实 也 就 是 幻 环 ， 为 什么 还 要 增补 它 ? 原因 很 简单 : 2008 
年 北京 将 举办 第 29 届 奥 林 匹 克 运 动 会 。 在 作为 奥运 标志 的 五 
环 上 玩 一 些 数 学 游戏 ， 显 然 是 大 家 所 欢迎 的 ， 也 是 我 们 宣传 奥 
运 、 服 务 奥 运 的 一 种 表示 。 

(5) 在 对 泛 对 角 线 幻 方 的 讨论 中 ,， 原先 只 简单 地 提 到 
“所 有 单 偶数 阶 幻 方 不 可 能 是 泛 对 角 线 幻 方 ， 但 没有 给 出 证 
明 。 笔 者 后 来 了 解 到 ， 如 何 证 明 它 曾经 困扰 了 我 国 儿 代 幻 方 研 
究 者 ， 许 多 人 为 此 付出 了 巨大 的 心血 和 精力 ， 直 到 21 世纪 初 
才 有 人 破解 了 这 一 “难题 ”， 并 将 论文 发 表 在 某 著 名 高 校 的 学 
报 上 。 实 际 上 ， 这 个 问题 早 在 1919 年 就 由 普 朗 克 解 决 了 ， 我 
国学 者 的 证 明 方 法 和 普 朗 克 的 方法 是 一 样 的 。 为 了 从 这 件 事 中 
吸取 教训 ,今后 避免 出 现 类 似 现 象 ， 我 们 对 此 加 入 了 必要 的 
介绍 。 
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(6) 在 5.4 市 中 增加 了 奇数 阶乘 幻 方 的 一 般 构 造 方法 ， 
在 7.4 节 中 补充 介绍 了 一 个 魔 三 角 。 

此 外 ， 在 素数 研究 方面 ， 近 年 来 进展 很 大 ， 不断 有 新 的 、 
更 大 的 梅 条 素数 、 回 文 素数 、 李 生 素 数 等 被 挖掘 出 来 。 我 们 都 
根据 最 新 资料 对 相关 内 容 进 行 了 更 新 ， 以 体现 与 时 俱 进 的 
精神 。 

本 书 出 版 以 来 ， 受 到 广大 读者 的 厚爱 。 笔 者 不 断 收 到 来 自 
全 国 各 省 市 《包括 宝 岛 台湾 )、 各 年 龄 段 的 许多 读者 的 来 信 ， 
他 们 或 与 笔者 交流 心得 、 讨 论 问 题 、 交 换 资 料 ， 或 向 笔者 提出 
批评 建议 ， 这 使 笔者 至 深 感 柯 。 许 多 修订 和 补充 就 是 根据 或 参 
考 读 者 的 意见 进行 的 。 借 着 普及 版 出 版 的 机 会 ， 笔 者 向 所 有 关 
心 、 爱 护 本 书 的 读者 表示 深 深 的 谢意 。 


X 45% 
2008 年 初 
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本 书 原名 《好 玩 的 数学 一 一 娱乐 数学 经 典 名 题 》， 由 科学 
出 版 社 于 2003 年 11 月 推出 后 ， 颇 受 读者 欢迎 ，2004 年 被 国家 
新 闻 出 版 总 署 列 为 向 全 国 青少年 推荐 的 100 本 优秀 读物 之 一 。 
此 次 科学 出 版 社 将 本 书 列 入 《好 玩 的 数学 》 从 书 重新 出 版 ， 
并 将 书 名 改 为 《 幻 方 及 其 他 一 一 娱乐 数学 经 典 名 题 》。 借 改版 
之 机 ， 笔 者 除 对 原 书 中 少量 粗心 错误 、 排 印 错误 作 了 改正 之 
外 ， 还 增补 了 一 些 材料 。 现 作 几 点 说 明 : 

(1) 原 书 前 言 中 ， 有 一 段 引 言 :“ 在 人 们 能 够 体验 到 的 种 
种 感觉 中 ,最 美好 的 就 是 神秘 玄妙 感 。 它 是 真正 科学 的 摇篮 。 
一 个 人 如 果 不 知 道 这 种 感觉 为 何 物 ， 如 果 不 再 体验 到 惊 证 ， 如 
果 不 再 觉得 性 惑 ， 那 他 就 不 如 说 已 经 死去 了 。 真 正 的 科学 家 永 
远 不 会 背 失 目 己 感到 惊讶 的 能 力 ， 因 为 这 是 他 们 之 所 以 成 为 科 
学 家 的 根本 。 笔者 误 把 它 写 成 是 加 拿 大 生理 学 家 汉 斯 ， 赛 耶 
说 的 ， 其 实 是 大 科学 家 爱 因 斯 坦 说 的 。 这 一 张冠李戴 的 错误 是 
由 于 笔者 没有 认真 核实 ， 因 而 以 刘 传 应 。 笔 者 当 引 为 深刻 的 教 
训 ， 并 向 读者 致歉 。 

(2) 由 于 类 似 原 因 ， 笔 者 根据 上 海陆 家 嘴 陆 深 曹 中 出 土 
НЕА, МЕ: “РЯ 16 世纪 ， 中 国人 已 经 会 构造 泛 对 
角 线 幻 方 了 ” 。 其 实 ， 这 个 玉 挂 幻 方 同 安西 王府 遗址 中 出 土 的 
铁 板 幻 方 相似 ， 用 的 是 十 阿拉 伯 数 字 ， 因 此 不 能 作为 中 国人 在 
泛 对 角 线 幻 方 上 的 成 就 的 证 明 。 感 谢 兰 州 交 通 大 学 的 黄 均 迪 先 
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生来 信 指 出 这 一 点 〈 原 书 中 的 一 些 粗 心 错误 、 排 印 错误 也 是 他 
发 现 的 )。 

(3) 原 书 前 言 中 说 ， 对 杨辉 的 两 幅 4 阶 幻 方 ,，“ 为 什么 把 
这 幅 称 为 阳 图 ， 把 那 幅 称 为 阴 图 而 不 是 相反 ,历来 没有 人 探讨 
讨 这 个 问题 。 笔者 后 来 发 现 ， 曾 经 三 度 与 李 约 巧合 作 编 写 
4 中国 科学 技术 史 少 ， 李 约 瑟 去 世 后 出 任 剑 桥 李 约 悚 研究 所 所 
长 的 著名 科技 史 专 家 何 丙 郁 先 生 在 “从 科技 史 观 点 谈 易 数 ” 
一 文 〈 见 人 《 何 丙 邦 中 国 科 技 史 论 集 》， 辽 宁 教 育 出 版 社 ， 
2001) 中 提 到 过 这 个 问题 ， 现 照 录 如 下 : 

“ 衍 数 图 同时 是 一 个 魔方 阵 ， 纵 、 横 、 斜 七 个 数字 相 加 都 
是 一 百 七 十 五 。 图 后 附 有 阴 图 ， 具 有 相似 的 特色 ， 可 能 是 由 于 
右上 角 的 数字 从 奇数 改 为 偶数 ， 故 称 阴 图 ， 符 合 易 数 中 阴阳 两 
仪 的 用 义 。 易 数 图 是 由 一 至 六 十 四 ， 代 表 六 十 四 卦 的 数字 组 
成 。 这 是 一 个 魔方 阵 ， 纵 、 横 、 斜 八 子 相 加 都 得 数 二 百 六 十 。 
此 图 亦 附 有 阴 图 ， 右上 角 的 数字 从 育 数 改 为 偶数 。” 

何 先生 文中 的 魔方 阵 就 是 幻 方 。 由 此 可 见 ， 何 先生 已 经 注 
意 到 杨辉 幻 方 有 阴 、 阳 两 图 ， 并 发 表 了 自己 的 看 法 。 但 从 行文 
看 ， 何 先生 对 此 问题 并 未 给 予 充 分 重视 ， 也 未 作 深 入 讨论 ; Ж 
据 右 上 角 数 字 之 奇 、 偶 而 吓 阳 、 阴 图 之 说 也 经 不 起 推 获 ， 因 为 
ЕН 4. 5. 7. 8 阶 幻 方 的 阴阳 图 符合 何 先生 指出 的 规律 
Ж, 杨辉 6 阶 幻 方 的 阴 、 阳 两 图 右上 角 都 是 偶数 。 但 无 论 如 
何 ， 笔 者 原先 “历来 没有 人 探讨 过 这 个 问题 ”的 论断 显然 是 
偏颇 的 ， 因 此 改版 中 作 了 相应 修正 。 

笔者 不 是 学 数学 、 搞 数学 的 ， 对 数学 研究 的 进展 情况 缺乏 
全 面 了 解 。 因 此 在 原 书 取材 方面 ， 对 我 国 当 今 学 者 在 幻 方 研究 
上 的 建树 毫 无 反映 。 原 书 出 版 后 ， 中 国 幻 方 研究 者 协会 的 许多 
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会 员 给 笔者 寄 来 了 他 们 的 论著 ， 其 中 有 高 难度 的 多 重 幻 方 、 素 
数 幻 方 ， 等 等 ， 使 笔者 大 开眼 界 。 改 版 中 ， 我 们 把 12 阶 三 次 
幻 方 和 2 个 巧妙 的 素数 幻 方 介 绍 给 大 家 。 更 多 精彩 的 幻 方 ， 笔 
者 推荐 以 下 几 部 作品 : 

高 治 源 ， 九 官 图 探秘 ，2004。 

КЖ, ЖЖ 217, 2003. 

李 抗 强 ， 趣 味 数 学 幻 方 ，2002 。 

林 正 禄 ,开拓 智力 的 奇 方 一 一 幻 方 ，2001。 

以 上 几 部 专著 都 由 香港 天 马 图 书 有 限 公 司 正式 出 版 发 行 ， 
国家 图 书馆 有 收藏 ， 幻 方 爱好 者 可 以 阅读 。 
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本 书 名 日 《好 玩 的 数学 一 一 娱乐 数学 经 典 名 题 》。 也 许 不 
少 读者 在 看 到 这 个 书 名 后 会 提出 质疑 : 作为 科学 的 数学 怎么 是 
供 玩 儿 的 ， 而 且 “ 好 玩 ” 呢 ?“ 娱 乐 数 学 ”又 从 何 说 起 ， 过 去 
从 来 也 没有 听 说 过 啊 ! 对 这 些 问题 ， 我 们 长 话 短 说 ， 作 一 个 简 
要 的 回答 。 

“好 玩 的 数学 ”这 个 命名 源 于 陈省身 教授 为 2002 年 在 北 
京 举 行 的 第 24 届 国 际 数 学 家 大 会 期 间 举 办 的 “少年 数学 论 
坛 ”的 题词 “数学 好 玩 ”。 陈 省 身 教授 是 著名 的 华 窗 数学 家 ， 
他 因 在 整体 微分 几何 学 方面 的 出 色 成 就 而 荣获 “国际 数学 界 的 
诺 贝 尔 奖 ” 的 大 奖 一 一 沃 尔 夫 奖 (1984 年 )， 是 世界 一 流 的 大 
数学 家 。 他 说 “数学 好 玩 ”， 自 然 是 不 会 有 错 的 。 笔 者 体会 ， 
之 所 以 说 “数学 好 玩 ”， 丈 怕 主 要 有 两 个 原因 :; 一 是 数学 中 有 
许 许 多 多 奇特 而 有 趣 的 现象 ， 二 是 数学 中 有 许 许多 多 未 解 之 
迹 。 正 是 这 些 奇 特 而 有 趣 的 现象 和 未 解 之 谜 吸引 着 广大 的 人 
群 ， 使 他 们 成 为 数学 的 爱好 者 和 探索 者 ， 其 中 一 些 人 有 所 发 
现 ， 有 所 发 明 ， 有 所 创造 ， 成 了 专家 、 学 者 ， 推 动 了 科学 的 发 
展 和 人 类 社会 的 进步 。20 世纪 最 伟大 的 科学 家 之 一 、 诺 贝尔 
奖 获 得 者 爱 因 斯 坦 曾 经 深刻 地 指出 : “在 人 们 能 够 体验 到 的 种 
种 感觉 中 ， 最 美好 的 就 是 神秘 玄妙 感 。 它 是 真正 科学 的 摇篮 。 
一 个 人 如 果 不 知道 这 种 感觉 为 何 物 ， 如 果 不 再 体验 到 惊 论 ， 如 
果 不 再 觉得 必 惑 ， 那 他 就 不 如 说 已 经 死去 了 。 真 正 的 科学 家 永 
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远 不 会 丧失 自己 感到 惊讶 的 能 力 ， 因 为 这 是 他 们 之 所 以 成 为 科 
学 家 的 根本 。” 数 学 家 斯 坦 因 (Sherman K. Stein) 在 《数字 的 
量 一 一 揭示 日 党 生活 中 数学 的 乐趣 和 威力 》( 吉 林 人 民 出 版 社 ， 
2000) 中 也 写 道 : “按照 一 条 老 的 拉丁 格言 ，“ 需 要 为 发 明之 
+’, 但 是 ,，“ 好 奇 为 发 明之 母 ”同样 也 是 对 的 。 他 举 了 一 个 
例子 : 19 世纪 初 法 拉 第 探索 电 与 磁 ， 就 不 是 因为 需要 ， 而 是 
出 于 对 宇宙 本 质 的 好 奇 心 。 当 有 人 间 法 拉 第 ， 你 研究 这 些 有 什 
么 用 时 ， 他 反问 道 : ”一 个 新 生 婴 儿 有 什么 用 ?” 有 这 样 一 种 
说 法 : 一 些 重 大 的 科学 发 现 和 发 明 创造 是 “ 玩 ” 出 来 的 。 这 
听 起 来 似乎 令 人 难以 置信 ， 却 是 事实 。 因 此 ， 说 “数学 好 
玩 ”， 不 是 对 数学 的 贬低 ， 也 不 是 否认 数学 的 高 度 抽 象 性 和 极 
大 困难 性 ， 而 只 是 突出 其 引人入胜 的 另 一 面 ， 旨 在 激发 人 们 的 
兴趣 ， 热 爱 它 ， 研 究 它 ， 到 神秘 的 数学 王国 中 去 邀 游 、 去 探 
Ж. 

ЖЖ “КЕН”, КЕЗИУКЛЕН S 42 “Ж 
乐 数学 ”也 就 顺理成章 了 。 娱 乐 数学 在 英文 中 叫做 Recreation- 
al Mathematics， 或 者 叫 Entertainment in Mathematics。 据 哥 伦 比 
亚 大 学 专门 从 事 数 学 教育 研究 的 威廉 . 夏 夫 博士 (William 
Leonard Schaaf) 考证 ， 娱 乐 数学 已 有 2000 多 年 的 历史 ， 在 阿 基 
米 德 时 代 就 已 经 有 了 ， 到 11 世纪 已 有 娱乐 数学 的 专著 出 版 。 
他 在 20 世纪 50 年代 编 了 一 本 《娱乐 数学 文献 指南 》( Recrea- 
tional Mathematics: А Guide to the Literatures, National Council 
of Teachers of Mathematics, Inc. , 1958), ， 收 录 的 娱乐 数学 重要 
文献 有 5000 多 种 ， 后 来 他 又 编 了 一 套 《 娱 乐 数学 书目 》(A 
Bibliography of Recreational Mathematics) ， 由 美国 数学 会 出 版 ， 
有 3 卷 之 多 。 著 名 的 科普 杂志 《科学 美国 人 》( Scientific Ameri- 
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can) 在 20 世纪 下 半 叶 由 著名 的 娱乐 数学 专家 马丁 . 加 德 纳 
( Martin Gardner) 办 了 一 个 “数学 游戏 ”( Mathematical Games ) 
专栏 ， 大 受 读者 欢迎 ， 持 续 了 近 30 年 。 到 80 年代 中 期 ， 一 则 
因 加 德 纳 退 休 ， 二 则 因 个 人 电脑 的 兴起 ， 这 个 专栏 被 改 为 “ 计 
ЯМ Ж” (Computer Recreation) 专栏 ， 但 不 久 就 又 改 为 
“数学 娱乐 ” (Mathematical Recreation) 专栏 。 现 在 ,《 科 学 美 
国人 》 每 期 都 有 这 个 栏目 ， 是 这 个 杂志 最 受 读者 欢迎 的 “ 保 
ШЕН”, 

在 我 国 ， 也 已 出 版 了 不 少 “ 趣 味 数 学 ”、“ 数 学 游戏 ”这 
类 专著 和 读物 ， 娱 乐 数学 的 一 些 世界 名 著 也 被 译 成 中 文 介绍 给 
我 国 读者 。 但 是 由 于 种 种 原因 ， 数 学 的 这 块 园 地 在 我 国 始终 没 
有 和 “娱乐 ”这 个 词 直 接 挂 起 钩 来 ， 因 此 ， 在 我 国 读者 中 就 
没有 “娱乐 数学 ”这 个 概念 。 就 笔者 所 见 ， 只 有 享 特 
(J. А. H. Hunter) 的 名 著 《Mathematical Diversions》 的 中 译本 
被 冠 以 《数学 娱乐 问题 》 的 书 名 出 版 ， 大 概 见 过 此 书 的 读者 
不 多 。 笔 者 认为 ， 现 在 该 是 娱乐 数学 “ 闪 亮 登场 ”的 时 候 了 。 
如 同 劳动 和 受 教育 是 每 个 公民 的 权利 一 样 ， 体 息 和 娱乐 也 是 公 
民 的 基本 权利 ， 而 娱乐 的 形式 是 多 种 多 样 的 。 通 过 “ 玩 数学 
达到 娱乐 的 目的 ， 同 时 又 提高 了 科学 素养 ， 增 长 了 知识 ， 真 是 
两 全 其 美 ， 何 乐 而 不 为 ， 有 什么 理由 不 大 力 提倡 呢 ? 

本 书 分 两 部 分 。 第 一 部 分 介绍 百 变幻 方 一 一 娱乐 数学 第 一 
名 题 。 幻 方 是 儿 千 年 前 中 国人 首先 发 现 的 ， 后 来 传 到 世界 各 
地 ， 引 起 广泛 兴趣 。 幻 方 是 简单 得 人 人 可 以 理解 的 数学 现象 ， 
但 是 它 又 蕴含 着 许多 至 今 无 人 能 够 回答 的 问题 ， 包 括 利 用 强大 
的 计算 机 目前 仍然 解决 不 了 的 问题 ， 因 而 自然 成 了 娱乐 数学 中 
最 受 人 关注 的 一 个 课题 。 本 书 对 古今 中 外 在 幻 方 研究 中 的 成 果 
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和 发 现 有 详尽 的 介绍 ， 仅 幻 方 构造 法 就 列举 了 10 多 种 ， 既 包 
括 传统 的 连续 控 数 法 、 阶 梯 法 、 对 角 线 法 、 镶 边 法 等 ， 又 有 近 
代数 学 家 最 近 才 开发 出 来 的 LUX 法 、 相 乘法 等 ， 对 于 绝 大 多 
数 读者 来 说 都 是 耳目 一 新 的 。 美 国 建国 前 后 的 大 政治 家 、 大 发 
明 家 本 杰 明 ,富兰克林 推出 了 许多 神奇 的 幻 方 、 幻 圆 ， 其 中 的 
8 轮 幻 图 (他 自己 称 之 为 “magic circle of circles”) 中 ， 又 含 
有 4 组 篇 心 的 同心 圆 。 百 多 年 来 的 中 外 文献 中 ， 对 这 4 组 偏心 
的 同心 圆 在 8 轮 幻 圆 中 到 底 起 什么 作用 ， 都 没有 明确 的 说 明 。 
笔者 经 过 反复 查证 ， 终 于 在 200 多 年 前 出 版 的 一 部 科学 辞典 中 
找到 了 答案 ， 首 次 给 读者 提供 了 准确 的 解释 。 南 宋 的 杨辉 是 世 
界 上 系统 研究 幻 方 的 第 一 人 。 他 给 出 的 4 阶 至 8 阶 幻 方 各 有 
阴 、 阳 两 图 。 同 为 4 阶 幻 方 ， 为 什么 把 这 幅 称 为 阳 图 ， 把 那 幅 
称 为 阴 图 而 不 是 相反 ， 几 乎 没有 人 认真 探讨 讨 这 个 问题 。 笔 者 
注意 到 这 个 间 题 ， 并 进行 了 初步 的 探讨 ， 认 为 幻 方 是 有 优 劣 、 
高 低 之 分 的 ， 并 提出 了 判别 的 依据 ， 由 此 给 出 了 对 杨辉 4 МА 
方 了 明 、 阳 两 图 的 一 种 可 能 解释 。 笔 者 不 敢 断 言 自己 的 观点 和 和 方 
法 一 定 是 正确 的 ， 只 希望 这 一 讨论 能 成 为 引 玉 之 砖 ， 把 对 有 六 
问题 的 研究 引 向 深入 。 

本 书 第 二 部 分 是 娱乐 数学 其 他 经 典 名 题 ， 包 括 数 字 哑 迹 
(也 就 是 复式 复原 ， 诸 如 冷战 时 期 出 现 的 USA + USSR = 
PEACE ) 、 数 学 金字 塔 、 素 数 、NIM 游戏 ， 还 有 数论 中 的 完美 
数 、 自 守 数 、 累 进 可 除数 、 用 尽 1 ~9 表 示 任 意 整数 ， 以 及 所 谓 
“数学 黑洞 ”和 棋盘 上 的 哈密 顿 回路 、 八 皇后 问题 、 约 发 夫 斯 
问题 〈 也 就 是 幸存 者 问题 ) 、 重 排 九 官 、 楚 塔 等 ， 内 容 十 分 广 
泛 ， 问 题 十 分 有 趣 。 笔 者 在 充分 发 据 娱 乐 数 学 的 历史 遗产 的 同 
时 ， 又 十 分 重视 当今 的 科技 进步 ， 用 最 新 材料 充实 了 经 典 名 题 
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的 内 涵 。 例 如 ， 素 数 是 一 个 十 分 古老 的 课题 ， 本 书 有 两 章 是 》 
及 素数 的 ， 其 中 不 乏 经 典 的 问题 ， 如 梅森 素数 。 本 书 在 介绍 梅 
森 素 数 部 分 ， 笔 触 从 16 世纪 的 大 数学 家 梅森 一 直 伸 展 到 本 世 
纪 初 的 网 民 志 愿 者 组 织 GIMPS (全 球 因 特 网 梅森 素数 大 寻 
找 )， 全 景 式 地 向 读者 展现 了 历代 数学 家 和 和 数学 爱好 者 在 挖掘 
最 大 素数 方面 的 历程 ， 全面 介 绍 了 从 手工 计算 到 计算 机 计算 ， 
从 巨型 机 计算 到 网 络 计 算 至 今 所 获得 的 全 部 44 个 梅森 素数 ， 
比较 充分 地 反映 了 在 计算 机 技术 尤其 是 网 络 技术 飞速 发 展 、 网 
络 应 用 日 益 普 及 的 情况 下 ， 有 关 娱 乐 数 学 研究 所 呈现 出 的 日 新 
Я у Жо 

本 书 是 在 笔者 近 10 年 来 所 写作 的 数学 小 品 的 基础 上 ， 经 
过 重新 整理 、 修 订 和 增补 而 成 的 。 这 些 数学 小 品 有 些 在 《知识 
就 是 力量 》 等 刊物 上 公开 发 表 过 ; 有 些 虽 然 没有 发 表 过 ， 但 在 
笔者 任教 的 北京 理工 大 学 科 协 所 组 织 的 科普 讲座 上 向 大 学 生 们 
演讲 这。 笔者 不 是 数学 工作 者 ， 笔 者 从 事 的 专业 是 计算 机 ， 涉 
足 娱乐 数学 这 一 领域 一 是 出 于 个 人 爱好 ， 二 是 出 于 专业 教学 的 
需要 ， 因 为 笔者 发 现 ， 用 娱乐 数学 中 的 有 趣 问 题 作 程序 设计 的 
例题 与 习题 ， 可 以 大 大 激发 学 生 的 学 习 热 情 与 积极 性 。 但 由 于 
ХЕЖЯ, НУЖНА, ИННА “ИДН” >, К 
请 专家 和 读者 批评 、 指 正 。 此 外 ， 本 书 引 用 了 大 量 中 外 文 的 书 
刊 和 网 上 资料 ， 多 数 注 明了 出 处 ， 但 因为 本 书 毕 竟 不 是 学 术 专 
著 而 是 科普 作品 ， 因 此 笔者 没有 刻意 追求 逐一 注 明 材料 来 源 ， 
这 是 需要 说 明 的 。 
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第 一 部 分 。 百 变幻 方 
一 一 娱乐 数学 第 一 名 题 


本 书 分 两 大 部 分 ， 第 一 部 分 专门 介绍 幻 方 ， 第 二 部 分 介绍 素数 。 把 
幻 方 作为 一 个 专题 着 重 加 以 介绍 ， 并 非 完 全 是 由 于 笔者 的 偏爱 ， 更 主要 的 
是 因为 幻 方 在 娱乐 数学 中 的 地 位 以 及 它 的 意义 实在 非 同一 般 ， 也 因为 幻 方 
是 中 国人 的 首创 ， 是 值得 中 国人 骄傲 的 。 赖 塞 (Н. Ј. Куѕег) 的 名 着 《组 
合 数学 》 (Combinatorial Mathematics) (МАА, 1962) 开宗明义 地 写 道 ， 
“组 合 数学 ， 也 称 为 组 合 分 析 或 组 合 学 ， 是 一 门 起 源 于 古代 的 数学 学 科 。 据 
传说 ， 中 国 的 大 禹 ( 约 公元 前 2200 年 ) 在 一 只 神 龟 的 背 上 看 到 如 下 约 方 


4 9 2 
3 5 7 
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而 大 约 公元 前 1100 年 ， 排 列 即 已 在 中 国 开始 萌芽 ……” 

约 方 从 中 国 传 到 世界 其 他 地 区 以 后 ， 引 起 广泛 的 重视 ， 一 代 又 一 代 
的 学 者 对 它 进行 不 懈 的 研究 ， 取 得 了 许多 成 果 ， 有 关 的 文献 资料 多 不 胜 
举 。 数 学 家 人 詹 姆 士 ' 纽曼 (James Roy Newman, 1907 ~ 1966) 在 20 + 
纪 50 年 代 编 辑 了 一 部 数学 文库 性 质 的 《数学 世界 》 (The World of Math- 
ematics, Tempus Books，1956)， 收 集 了 数学 各 个 分 支 、 各 个 年 代 的 名 
家 名 篇 133 篇 ,分 4 大 卷 出 版 。 在 “数学 游戏 与 数学 谜语 ”这 部 分 的 开 
3, 纽曼 在 介绍 中 提 到 幻 方 时 就 写 道 :“ 单 单 是 有 关 纠 方 的 著作 就 足够 
办 一 个 规模 可 观 的 图 书馆 了 (Тһе writings on magic squares alone suffice 
to make a fair-sized library) 。” 读 者 在 看 过 本 书 以 后 当 会 相信 纽曼 的 这 个 
说 法 是 一 点 也 不 过 分 的 ， 笔 者 专用 一 部 分 介绍 幻 方 也 是 有 道理 的 。 
= Í 
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公元 前 2200 年 ， 也 就 是 距 今 4300 年 左右 ， 在 我 们 中 华 民 族 祖先 居 
住 的 大 地 上 ， 发 生 了 暴雨 连绵 、 洪 水 泛滥 、 成 千 上 万 的 人 遭 到 没 项 之 灾 
的 大 悲剧 。 当 时 人 类 抵御 自然 灾害 的 能 力 十 分 有 限 。 在 拯救 自身 生命 的 
强烈 愿望 驱使 下 ， 人 们 奋起 抗灾 ， 在 斗争 和 失败 中 学 习 ， 涌 现 出 了 许多 
可 歌 可 泣 的 故事 ， 其 中 大 家 最 熟悉 的 是 大 备 为 治水 三 过 家 门 而 不 人 的 事 
迹 。 在 大 鼻 治 水 的 过 程 中 ， 还 有 许多 美丽 、 动 人 的 传说 。 例 如 ， 相 传 大 
盘 在 治 黄河 的 时 候 ， 黄 河 龙 马 献 给 大 血 一 张 河 图 ， 从 而 帮助 大 盘 制 定 了 
一 套 正 确 的 治 黄 方案 。 另 一 则 传说 是 大 盏 在 治 洛 水 的 时 候 ， 洛 水 神 龟 献 
给 大 各 一 本 洛 书 ， 书 中 有 如 图 0-1 所 示 的 一 幅 奇 怪 的 图 。 这 幅 图 用 今天 
的 数学 符号 翻译 出 来 ， 就 是 一 个 3 阶 幻 方 ， 也 就 是 在 3 хз 的 方 阵 中 填 
和 1 ~9， 其 每 行 、 每 列 和 2 条 对 角 线 上 3 个 数字 之 和 都 相等 ， 等 于 15, 
并 把 它 叫做 幻 方 常数 (magic square constant) ХА] Ж (magic sum), X 
就 是 中 国人 首先 发 现 的 世界 第 一 个 幻 方 。 别 小 看 了 这 个 小 小 的 幻 方 ， 这 
是 中 国人 在 数学 上 的 一 个 伟大 创造 ， 它 莫 定 了 数学 中 一 个 重要 分 支 一 一 
组 合 学 的 基础 。 当 然 ， 由 于 当时 还 没有 发 明 我 们 今天 所 使 用 的 数字 符 
号 ， 所 以 我 们 的 祖先 就 巧妙 地 用 这 个 图 来 表达 他 们 所 知道 的 幻 方 。 图 
中 ,奇数 用 若干 个 空心 的 圆圈 表示 ， 偶 数 用 若干 个 实心 的 圆圈 表示 ， 这 
和 中 国 古 时 的 阴阳 学 说 有 关 。 

由 于 作为 洛 书 3 阶 幻 方 基础 的 九宫 数字 “二 九 四 ,七 五 三 ， 六 一 
八 ” 在 公元 80 年 出 版 的 古书 《大 戴 礼 记 》 卷 八 《明堂 篇 》 中 就 有 清 清 
楚楚 的 记载 ， 因 此 ， 中 国人 首先 发 现 了 幻 方 ， 是 国际 数学 界 公认 的 。 但 
是 ， 约 方 到 底 是 什么 时 候 出 现 的 ， 有 没有 实物 为 证 ? 这 个 问题 却 长 期 得 
不 到 解决 ， 直 到 20 世纪 70 年 代 的 一 个 考古 发 现 才 最 终 给 出 了 答案 。 


О 引子 洛 水 神 龟 献 奇 图 


图 0-1 洛 书 上 的 3 阶 幻 方 


1977 年 春 ， 安 徽 省 里 阳 县 〈 现 改 为 “ 旱 阳 市 ”) 城郊 的 农民 在 双 古 
堆 平 整 土地 时 ， 发 现 了 两 座 古 募 。 文 物 工作 者 发 据 后 证 明 这 是 西汉 汝 阴 
修 的 幕 项 。 汝 阴 候 是 汉 高 帝 刘邦 对 其 同乡 的 功臣 夏侯 婴 的 封号 。 墓 主人 
是 第 二 代 汝 阴 侯 夏侯 灶 及 其 妻子 。 据 史书 记载 ,夏侯 灶 死 于 汉文 帘 15 
年 ， 即 公元 前 165 年 ， 距 今 已 2170 多 年 。 出 土 文物 中 包括 3 件 极 为 珍 
贵 的 中 国 古 代 天 文 仪器 ， 其 中 一 件 叫 “ 太 乙 九宫 占 盘 ” ， 是 用 来 占 卦 的 
盘 ， 分 上 盘 和 下 盘 两 部 分 ， 上 盘 嵌 人 下 盘 的 凹 槽 ， 可 以 随意 转动 ， 如 图 
0-2 (а) 所 示 。 将 盘 上 的 古 汉字 转 写成 现代 汉字 以 后 如 图 0-2 (b), H 
图 可 见 ， 太 乙 九 宫 占 盘 正 面 是 按 八卦 位 置 和 金 、 木 、 水 、 火 、 土 五 行 属 
性 排列 的 ， 其 九宫 名 称 和 各 官 节 气 的 天 数 与 古书 《 灵 枢 经 》( 这 是 《 黄 
帝 内 经 》 的 重要 组 成 部 分 ， 是 中 国 最 早 研 究 天 气 变 化 与 人 体 关 系 ， 以 占 
风 候 ， 治 疾病 的 古书 ) 完全 一 致 。 这 个 占 盘 就 是 用 来 测算 立春 、 春 分 、 
了 立夏、 夏至、 立秋、 秋分、 立冬、 冬至 这 8 个 节气 的 ， 说 明 我 们 的 祖先 
很 早 就 掌握 了 季节 变化 的 规律 ， 这 里 我 们 不 加 详 述 ， 感 兴趣 的 读者 可 参 
阅 《 考 古 》1978 年 5 月 号 上 上 息 海 非 的 文章 “西汉 汝 阴 侯 幕 出 土 的 占 盘 
和 天 文 仪器 ”。 我 们 感 兴趣 的 是 盘 上 圆圈 中 8 个 方位 上 的 数字 如 果 补 上 
中 心 因 安装 转轴 而 无 法 刻 上 的 “5” 的 话 ， 恰 为 九宫 数字 “四 九 二 ， 三 
五 七 ， 八 一 六 ”! 因此 ， 我 国 数 学 史 专家 梁 宗 巨 先 生 在 其 遗 作 《 世 界 数 
一 一 3 
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图 0-2 太 乙 九 高 占 盘 


学 通史 》 (辽宁 教育 出 版 社 ，2005) 中 认定 这 是 一 个 3 阶 幻 方 的 实物 。 
根据 盘 上 刻 的 该 盘 的 制作 年 代 “ 第 三 七 年 辛 西 目 中 冬至 ”的 字样 ， 专 
家 已 确切 地 考证 出 这 是 汉文 帝 7 年 (也 就 是 公元 前 173 年 )， 因 此 幻 方 
ое - 比 根据 《大 戴 礼 记 》 的 推算 提 
前 了 两 个 半 世 纪 (但 不 知 什么 原因 ， 梁 先生 书 上 只 说 提前 了 一 сЕ 
а). КЭА Н, ӨҢ, Е, а, Н, 8 
е а ни ане 
ВИН: - tA + 4 03 (Thabitibn Оштаһ, 826 ~901) ， 那 已 是 公 
元 9 世纪 了 。 至 于 欧洲 人 知道 幻 方 就 更 晚 了 ， 据 信和 是 生 于 康 斯 坦 丁 庄 普 
尔 (Constantinople) 的 印度 人 称 晓 普 鲁 斯 (Manuel Moschopulus) 首先 
在 15 世纪 把 幻 方 介绍 到 欧洲 去 的 。 

在 中 国 古 代 ， 洛 书 3 阶 幻 方 被 蒙 上 了 一 层 厚 厚 的 神秘 色彩 。 周 朝 的 
ЕЕ в] “ЛЕ” Нож (ЛЕН, К, В, ж. З в, 
坤 、 兑 八卦 之 言 ， 外 加 中 央 之 官 ， 合 称 九 官 ) ， 或 者 把 它 同 他 们 所 主张 
的 “天 地 生成 数 说 ”联系 起 来 (КАЖ, 3, 5,7, 9, #1. 
во. Ж; 地 数 指 2、4、6、8， 表 阴 、 坤 、 地 等 ) 。 而 两 汉 时 的 巫师 或 
тына кодын жаманы қалы 
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О 引子 洛 水 宰 龟 献 奇 图 


图 0-3 藏 民 的 护身符 


的 一 种 护身符 如 图 0-3 所 示 ， 除 了 有 黄道 十 二 宫 和 八卦 以 外 ， 中 央 就 是 
一 个 用 藏 文 数字 表示 的 3 阶 幻 方 。 此 外 ， 初 版 于 1923 年 的 《数学 史 》 
(D. E. Smith: History of Mathematics) 中 ， 转 载 了 拉 陕 出 版 物 中 一 幅 名 
为 “生命 之 轮 ”( Wheel of Life) 的 画 ， 如 图 0-4 所 示 ， 也 有 类 似 的 ， 但 
宋 教 色彩 更 浓厚 ， 内 容 更 丰富 的 图 案 ， 其 中 央 也 是 一 个 3 阶 约 方 。 另 一 
方面 ， 由 于 洛 书 3 阶 约 方 配置 9 个 数字 的 均衡 性 和 完美 性 ， 产 生 了 极 大 
的 审美 效果 ， 使 古人 认为 其 中 包含 了 某 种 至 高 无 上 的 原则 ， 也 把 它 作为 
治国 安民 九 类 大 法 的 模式 ， 或 把 它 视 为 举行 国事 大 典 的 明堂 的 格局 ， 
此 使 中 国 古 人 的 这 一 数学 杰作 ， 具 有 了 哲学 意义 的 创造 。 

事实 上 ， 隐 藏 在 洛 书 3 阶 幻 方 背后 ， 还 可 能 有 许多 奥秘 有 待人 们 去 
挖掘 。 我 国 著名 的 科普 作家 兼 娱乐 数学 专家 谈 祥 柏 先生 就 兽 在 他 的 著作 
中 介绍 了 有 关 对 洛 书 3 阶 约 方 的 新 发 现 。 首 先是 把 约 方 想像 为 画 在 汽车 
轮胎 上 ， 于 是 ， 最 左 一 列 与 最 右 一 列 相 邻 ， 最 上 一 行 与 最 下 一 行 也 相 
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图 0-4 “生命 之 轮 ” 


邻 。 这 时 ,9 个 2 x2 方 阵 中 的 4 数 之 和 恰好 从 16 到 24 ， 婚 不 重复 也 不 
遗漏 ， 如 图 0-5 所 示 。 你 说 奇 不 奇 ? 
其 次 ， 把 每 列 数字 看 成 一 个 3 位 数 ， 则 此 3 个 3 位 数 之 和 与 其 3 个 
逆转 3 位 数 之 和 相等 ， 而 且 取 它们 的 平方 和 也 相等 ， 即 
276 +951 +438 =672 +159 +834 = 1665 
276° +951? +438? = 672? + 159° +834? =1172421 
不 仅 如 此 ， 这 种 性 质 对 行 来 说 也 成 立 ， 即 
492 +357 +816 =294 +753 +618 =1665 
492° +357? +816? -294: +753? +618° = 1035369 
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0-5 洛 书 3 阶 幻 方 9 个 2 x2 方 阵 形成 连续 数列 


更 有 甚 者 ， 如 条 我 们 把 对 角 线 也 分 成 两 族 ， 目 左上 角 到 右 下 角 的 主 
对 角 线 及 与 它 平行 的 两 条 折 对 角 线 称 为 主 族 ， 反 方向 的 对 角 线 称 为 副 
族 ， 则 上 述 奇 妙 性 质 依然 成 立 ， 即 
主 对 角 线 族 : 654 +798 +213 =456 +897 +312 = 1665 
654? +798? +2132 =456? +897? +312? = 1109889 
副 对 角 线 族 : 258 +714 +693 =852 +417 +396 = 1665 
258° + 714? +693? =852? 417% + 396° =1056609 
在 谈 先 生 介绍 的 上 述 发 现 的 启发 下 ， 笔 者 发 现 ， 在 把 每 行 、 每 列 和 
每 条 主 对 角 线 上 的 3 个 数 当 做 一 个 3 位 数 正 读 和 反 读 的 情况 下 ， 洛 书 3 
阶 约 方 还 有 如 下 奇异 性 质 ， 即 幻 方 中 则 一 行 、 中 间 一 列 、 两 条 主 对 角 线 
所 形成 的 数 正 读 和 反 读 相 加 之 和 都 等 于 1110， 而 第 1、 第 3 两 行 数 和 第 
1、 第 3 两 列 数 以 及 主 、 副 两 条 折 对 角 线 正 读 和 反 读 之 和 折 半 也 等 于 
1110 


第 2 行 : 357 +753 =1110 
第 2 列 : 951 +159 =1110 
对 角 线 : 258 +852 =1110 


456 +654 =1110 
第 1、3 行 . (492 +294) + (816 +618)] -1110 
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第 1、3 列 : > (438 +834) + (276 +672) | =1110 
ЖИВА: 0231 +132) + (978 +879) | =1110 


副 折 对 角 线 :了 [ (471 +174) + (936 +639) | =1110 


大 家 看 奇 不 奇 ? 因此 我 们 完全 有 理由 在 通常 的 约 方 常数 15 之 外 ， 
为 洛 书 3 阶 幻 方 定义 第 2 个 特殊 的 幻 方 常数 1110， 而且 它 同 15 一 样 ， 
有 8 个 之 多 。 由 此 可 见 ， 洛 书 3 阶 幻 方 不 但 在 配置 9 个 数字 上 非常 均衡 
和 对 称 ， 因 此 非常 和 谐 和 美丽 ， 在 把 行 、 列 看 做 一 个 整体 的 情况 下 ， 其 
数字 的 配置 也 非常 均衡 和 对 称 ， 非 常 和 谐 和 美丽 。 
另外 ， 我 们 把 洛 书 3 阶 幻 方 中 的 各 元 素 都 取 平 方 ， 看 看 它 出 现 什 么 
情况 。 当 然 ， 由 于 它 不 是 双 幻 方 (doubly magic square 或 bi-magic 
square ， 见 后 ) ， 因 此 不 会 出 现 各 行 、 各 列 及 2 条 主 对 角 线 上 元 素 之 和 仍 
都 相等 的 奇迹 (已 经 证 明 ， 这 样 的 双 幻 方 至 少 要 有 8 Br), ， 但 我 们 依然 
可 以 看 到 某 些 奇妙 之 处 。 我 们 先 列 出 各 行 、 列 、 对 角 线 的 情况 
行 : 42 +9 +2? =101 
| 37557477482 
8° +1? +6 = 101 
ДЕ 4? +3? +8° = 89 
92 +5? +12 = 107 
2? +7? +6? = 89 
ЖАНа б: 4° +5? +6? =77 
2? +5? +8? = 93 
折 对 角 线 : 2°? +3 +1? =14 
9° +7? +8? =194 
4° +7 +1? =66 
9 +3? +6° = 126 
仔细 分 析 一 下 ， 就 可 看 出 ， 除 了 第 1 行 和 第 3 行 上 的 3 数 和 相等 ， 
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第 1 列 和 第 3 列 上 的 3 数 和 也 相等 外 ， 它 们 的 组 合 又 可 产生 5 个 常数 
190, Bj; 

第 1 行 和 第 1 列 : 101 +89 =190 

第 1 行 和 第 3 列 : 101 +89 =190 

第 3 行 和 第 1 列 : 101 +89 =190 

第 3 行 和 第 3 列 : 101 +89 = 190 

第 2 行 和 第 2 列 : 83 +107 =190 

由 此 可 见 ， 洛 书 3 阶 幻 方 在 把 各 元 素 取 平方 以 后 虽然 不 能 形成 新 的 
幻 方 而 具有 全 面 对 称 、 均 衡 的 特性 ， 但 大 体 上 也 是 平衡 的 。 我 们 还 注意 
到 ， 各 元 素 取 平方 以 后 ， 如 果 只 考察 其 个 位 数 ， 那 么 所 形成 的 3 阶 方 阵 
如 图 0-6 所 示 ， 也 表现 出 很 鲜明 的 特点 : | 


图 0-6 洛 书 3 阶 幻 方 取 平 方 后 舍弃 拾 位 数 形成 的 方 阵 


第 1 行 和 第 3 行 (614, 416), 第 1 列 和 第 3 列 (694，496 ) ， 主 折 
对 角 线 族 (491，194) ， 副 折 对 角 线 族 (691, 196) 的 2 个 数 分 别 是 互 
逆转 数 ; 而 第 2 行 (959)、 第 2 列 (151). 2 条 主 对 角 线 (656 #1454) 
上 的 数 又 都 是 回 文 数 (palindrome ， 即 正 读 和 反 读 是 一 样 的 数 ) ， 不 是 也 
十 分 奇特 吗 ? 

谈 先 生 本 人 也 有 一 个 发 现 。 他 把 洛 书 3 阶 幻 方 看 做 行列 式 并 算出 其 
ІН 


= 120 +504 +6 -80 -28 - 162 = 360 


492 
222% 7 
8 1 6 
由 于 这 个 值 乃 是 一 个 非 零 常数 ， 故 可 通过 代数 余 因 子 的 计算 ， 相 继 求 出 


其 伴随 矩阵 与 逆 和 矩阵 ， 最 后 可 得 出 洛 书 方 阵 的 逆 和 矩阵 
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360 
-37 68 -7 


把 公 因 子 355 提 出 后 ， 右 边 3 阶 方 阵 的 9 个 元 素 为 


52, В. 07 57,5 2% 38. 53. 68 
它们 正好 构成 公差 4 -15, 8-72 的 算术 级 数 ， 而 公关 15 恰恰 就 是 


洛 书 3 阶 幻 方 的 纪 和 。 而 如 果 把 sc5 也 考虑 进去 ， 则 这 个 道 矩阵 的 各 元 


素 之 和 为 360 x72 =, МАЗ 阶 幻 方 中 心 数 5 НН, Е, #8 


先生 把 这 个 洛 书 的 “影子 ”命名 为 “ 反 洛 书 ”。 
洛 书 3 阶 幻 方 只 是 我 们 的 一 个 引子 。 下 面 我 们 将 介绍 有 关 幻 方 的 方 
方面 面 问题 ， 都 是 妙趣 横生 的 ， 相 信 会 引起 读者 的 兴趣 。 


10 一 — 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1 有 天 约 方 的 传闻 趣事 


所 谓 幻 方 (magic square) ШШ Ч, ДЕЛЕ п хп ЛЕН, Ж 
入 从 1 开始 的 rw 个 自然 数 ; 在 一 定 的 布局 下 ， 其 各 行 、 各 列 和 两 条 对 角 
线 上 的 数字 之 和 正好 都 相等 。 这 个 和 数 就 叫 “ 约 方 常数 ”或 “ 幻 和 ”。 显 
К, ХР п 阶 的 幻 方 来 说 ， 其 幻 方 常 数 S 和 方 阵 阶 数 n 的 关系 是 


(и? +1) 


例如 3 阶 的 约 方 常数 是 15，4 阶 的 约 方 常数 是 34，5 阶 的 幻 方 常数 是 65 

由 于 约 方 具有 这 种 奇特 性 质 ， 几 千年 来 吸引 着 许多 数学 家 和 数学 爱 
好 者 的 兴趣 ， 进 行 了 广泛 深入 的 研究 。 到 目前 为 止 , 已 经 发 现 了 幻 方 的 一 
些 规 律 ， 解 决 了 有 关 幻 方 的 一 些 问 题 。 但 有 关 幻 方 的 未 解 之 谜 仍然 不 少 。 
在 详细 讨论 有 关 知 识 和 问题 之 前 ,我 们 先 介 绍 与 幻 方 有 关 的 一 些 传闻 趣事 。 


| | 宇宙 飞船 上 的 搭载 物 


1977 年 ， 美 国 先后 发 射 了 旅行 者 1 号 和 旅行 者 2 号 宇宙 飞船 。 这 两 
艘 飞 往 茫 茫 太 空 的 飞船 ， 负 有 探索 宇宙 秘密 的 重大 使 命 。 其 中 一 项 使 命 
就 是 寻找 “外 星人 ”， 与 外 星人 建立 联系 。 

长 久 以 来 ， 人 们 就 相信 ， 除 了 地 球 以 外 ， 在 别 的 星球 上 也 可 能 有 生 
命 存在 ， 甚 至 有 比 人 还 要 发 达 的 高 级 生物 存在 。 地 球 上 的 无 线 电台 有 时 
会 从 太空 中 接收 到 一 些 莫 名 其 妙 、 难 以 破译 的 电波 ， 有 人 认为 是 外 星人 
发 来 的 联络 信号 。 众 说 纷 红 、 王 奇 百 怪 的 不 明 飞 行 物 一 一 UFO 的 出 现 与 
消逝 ， 也 为 外 星人 的 存在 及 其 活动 提供 了 一 些 估 证。 当然 了 ， 发 现 与 寻 
找 外 星人 ,与 外 星人 建立 联系 ,就 成 了 许多 科学 家 追求 的 目标 ， 也 是 人 
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ЕЕ 


类 的 一 个 共同 愿望 。 x 

但 是 ， 要 寻找 外 星人 谈何容易 。 外 星人 生存 的 星球 所 在 的 银河 系 可 
能 与 地 球 相隔 “十 万 八 千 光 年 ”( 这 里 只 是 借用 “十 万 八 千里 ”的 说 
法 ， 在 字 宙 中 ， 十 万 八 千 光 年 只 算是 一 个 很 小 的 距离 ) ， 真 是 “ 牛 郎 织 
女 难 相 会 *。 地 理 位 置 直 远 是 寻找 外 星人 的 一 个 很 大 的 障碍 。 这 个 障碍 
由 于 字 宙 航行 技术 的 进步 正在 逐步 被 克服 。 

另 一 个 大 障碍 是 如 何 与 外 星人 沟通 信息 。 外 星人 如 果 果 真 存在 ， 其 
形态 必定 与 人 类 不 同 ， 其 “语言 ”也 必然 与 人 类 不 同一 一 地 球 上 的 人 
还 说 着 各 种 各 样 极 不 相同 的 语言 呢 。 在 这 种 情况 下 ， 不 采取 一 定 的 办 
法 ， 很 可 能 明 到 外 星人 也 “见面 不 相识 "， 即 使 “ 擦 肩 而 过 ”， 仍 然 
“失之交臂 "， 那 就 “千里 退 退 ”而 “前 功 尽 弃 ” 了 。 

美国 字 航 局 的 官员 们 为 这 个 问题 大 伤 脑筋 。 在 无 可 奈何 之 中 ， 他 们 
向 全 世界 公开 征集 旅行 者 1 号 和 2 号 用 以 与 外 星人 沟通 信息 的 搭载 物 。 
消息 传 出 以 后 ， 世 界 各 国 的 人 们 纷纷 献计 献策 ， 出 了 形形色色 的 主意 。 
最 后 ， 美 国字 航 局 采纳 了 其 中 的 一 些 建议 ， 搭 载 物 中 除了 包括 绘 有 男 、 
女人 体形 态 的 金属 片 ， 以 便 向 外 星人 表示 自己 的 身份 ， 让 外 星人 知道 
“来 者 是 谁 ” 以 外 ， 还 包括 绘 有 代表 人 类 文明 的 一 些 重大 发 明 、 发 现 的 
图 案 的 金属 片 。 其 中 ， 代 表 人 类 在 数学 方面 的 知识 和 成 就 的 ， 一 个 是 匀 
股 纺 ， 另 一 个 就 是 4 阶 幻 方 。 而 且 ， 为 了 让 外 星人 看 明白 这 是 一 个 纪 
方 ， 采 用 了 与 洛 书 上 的 3 阶 幻 方 相同 的 办 法 ， 即 用 一 个 小 圆圈 表示 1, 
用 2 个 小 圆圈 表示 2…… 这 样 , “仿古 幻 方 ”就 随同 旅行 者 1] 号 和 2 号 
奔 向 落 茫 太空 ， 作 为 人 类 的 使 者 寻找 外 星人 去 了 。 


|.) 南宋 杨辉 _ 研究 幻 方 第 一 人 


由 于 古 时 信息 交流 的 极 不 方便 和 科学 技术 的 不 够 发 达 ， 我 们 的 祖先 

在 发 现 3 阶 幻 方 以 后 的 数 千 年 中 ， 对 它 的 研究 处 于 长 期 停滞 状态 ， 没 有 

进一步 的 发 展 。 但 这 种 状况 到 南宋 有 了 突破 。 在 南宋 (1127 ~ 1279) Ж 
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短 150 多 年 的 历史 上 ， 在 政治 军事 方面 ， 有 大 义 凉 然 、 抗 拒 外 侮 的 后 
К, ХХ; 在 文艺 方面 ， 有 陆游 、 辛弃疾、 李清照 那样 的 大 诗人 、 大 
词曲 作家 ; 在 科学 方面 ， 则 出 现 了 秦 九 韶 ( 约 1202 ~ 1261) 、 李 治 
(1192 ~ 1279) 、 杨 上 辉 等 一 批 杰出 的 数学 家 ， 在 世界 数学 史上 留 下 了 光辉 
的 一 页 。 其 中 杨辉 除 以 “杨辉 三 角 ” 闻 名 于 世 外 ， 也 是 世界 上 第 一 个 
从 数学 角度 对 幻 方 进行 详尽 研究 的 学 者 ， 并 取得 了 丰硕 成 果 。 他 在 
1275 年 所 著 的 《 续 古 摘 奇 算法 》 两 卷 中 ， 除 了 给 出 洛 书 中 3 阶 幻 方 的 
构造 方法 以 外 ， 还 给 出 了 4 阶 至 10 阶 的 幻 方 ， 其 中 4 阶 至 8 阶 幻 方 各 
给 出 两 图 ， 杨 辉 称 之 为 阴 、 阳 图 。 下 面 我 们 就 逐一 介绍 。 


1. 3 阶 幻 方 
对 洛 书 上 的 3 阶 幻 方 ， 杨辉 将 其 生成 法 和 最 后 布局 归结 为 以 下 8 АЈ 
话 : 
УЕ ЕТ» ЕЖЕ ”四维 把 出 
戴 九 履 一 ” 左 三 右 七 ”二 四 为 肩 ”六 八 为 足 
根据 杨辉 的 说 法 ， 洛 书 约 方 是 这 样 生 成 的 : 
(1) 先 将 1 ~9 这 九 个 数 按 序 斜 排 ， 见 图 1-1 (а); 
(2) 上 下 对 调 ， 即 把 1 与 9 对 调 ， 见 图 1-1 (b); 


Кеј 


图 1-1 洛 书 幻 方 的 生成 
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约 方 与 素数 


(3) 左右 互 换 ， 即 把 3 575%, АЕ 1-1 (с); 
(4) 四 面 中 间 的 2、4、6、8 四 数 向 外 挺 出 ， 见 图 1-1 (4), 


2. 4 阶 幻 方 

杨辉 称 4 阶 幻 方 为 “ 花 十 六 图 ”或 “四 四 图 ”， 给 出 了 阴 、 阳 两 图 
及 阴 图 的 构造 法 为 : “以 十 六 子 依次 第 作 四 行 排列 。 先 以 外 四 角 对 换 : 
一 换 十 六 ， 四 换 十 三 。 后 以 内 四 角 对 换 : 六 换 十 一 , ЕТ” 
(图 1-2) 。 对 这 两 个 幻 方 ， 我 们 后 面 将 作 详 细 讨 论 。 


(а? ВН СЬ) ВН ( c) ЕК 


图 1-2 杨辉 的 4 阶 幻 方 


3.5 阶 幻 方 
杨辉 称 为 “五 五 图 ”， 有 阴阳 两 式 ， 见 图 1-3。 
四 四 加 四 加 
四 四 四 可 可 
БЕШІНЕЗ 
(а) 阳 图 (b) 阴 图 (с) 阴 图 的 原型 
图 1-3 杨辉 的 5 阶 幻 方 
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ОТ 有 关 幻 方 的 传闻 趣事 


其 中 的 阳 图 ， 据 后 人 研究 ， 系 通过 “ 镶 边 法 ”构成 ， 比 法 国 数学 
家 弗 雷 尼克 尔 (Frenicle) 在 17 世纪 时 正式 提出 该 法 早 400 年 。 由 图 
1-3 (a) 可 见 ， 杨 辉 五 五 图 的 阳 图 的 中 央 3 x3 方 阵 由 7、8、9; 12, 
13, 14; 17,18, 19 九 数组 成 ， 构 成 幻 方 常数 为 39 的 3 阶 幻 方 。1 ~25 
中 其 余 16 个 数 ， 则 被 分 为 和 为 26 的 8 АЭЖ, ШІ (1, 25), (2, 24), 
(3, 23), (4, 22), (5, 21), (6, 20), (10, 16), (11, 15), ЖМ 
安排 在 外 围 一 圈 的 对 应 行 、 列 与 对 角 线 两 端 ， 从 而 保证 了 形成 5 АЈ 
35 

对 杨辉 五 五 图 的 阴 图 ， 我 们 注意 到 ， 其 中 的 数 不 是 从 1 开始 的 ， 而 
是 从 9 开始 的 ， 其 幻 方 常数 不 是 65 ， 而 是 105。 把 幻 方 中 的 每 个 数 都 减 
8， 我 们 可 以 获得 杨辉 5 阶 幻 方 阴 图 据 以 生成 的 常规 5 阶 幻 方 ， 如 图 1-3 
(c)。 这 个 幻 方 设计 得 十 分 精巧 。 我 们 看 到 ， 它 让 1 ~25 的 中 数 13 F 
中 ， 首 4 数 1 ~4 中 的 两 个 偶数 2、4 分 居 右 上 角 和 左上 角 ， 两 个 奇数 1、 
3 则 分 居 末 行 和 首 列 之 中 , 末 4 数 22 ~25 则 与 1 ~4 居 对 称 位 置 ， 即 
2,24 分 居 右 下 角 和 左下 角 ，23 25 居 末 列 和 首 行 之 中 。 把 首 4 末 4 
和 中 数 这 9 个 数 这 样 布 局 以 后 就 形成 了 一 个 框架 ， 其 余 8 对 和 为 26 的 
数 ， 其 中 4 对 以 13 为 中 心 分 布 在 内 层 ,， ШІ (18, 8), (5, 21), (10, 
16), ，(9，17) ， 其 余 4 对 分 布 在 外 层 ， 即 (19, 7), (15, 11), (12, 
14), ，(6，20) ， 每 对 数 都 是 对 13 〈 即 方 阵 中 央 方 格 ) 对 称 的 。 这 就 保 
证 了 每 行 、 每 列 、 两 条 主 对 角 线 上 数字 和 都 是 26 +26 +13 =65。 大 家 
看 ， 这 是 何等 的 巧妙 。 但 是 ,杨辉 是 怎样 构造 出 这 样 一 个 5 阶 幻 方 的 ， 
又 为 什么 不 给 出 这 个 常规 的 5 阶 幻 方 而 要 给 出 阴 图 所 示 的 5 阶 幻 方 ?这 
些 都 是 於 ， 有 待人 们 去 探索 、 去 发 现 。 


4. 6 阶 幻 方 
杨辉 称 作 的 “六 六 图 ”也 有 阴阳 两 式 ， 见 图 1-4。 杨 辉 没有 说 明 他 
是 如 何 构 成 这 两 个 6 阶 幻 方 的 。 
但 是 我 们 通过 仔细 研究 其 结构 ， 可 以 看 出 一 些 端倪 来 。 我 们 先 把 6 
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阶 约 方 中 所 填 的 1 ~36 排 成 4 列 9 行 ， 如 表 1-1 所 示 。 


[4 |13 |36 2712912 
ЕВЕ 


: 
四 因 四 四 四 下 
зза оја аз 


(b) ВИ 


(өм 
Q) | | 09 
о | л 


ЕН 1-4 杨辉 的 6 阶 幻 方 


表 1-1 
su 
何 

] 28 19 10 I 58 
2 29 20 11 2 62 
3 30 21 12 3 66 
4 31 22 13 4 70 
5 32 23 14 5 74 
6 33 24 15 6 78 
7 34 25 16 7 82 
8 35 26 17 8 86 
9 36 27 18 9 90 
和 288 207 126 45 666 


表 1-1 中 ， 每 行 4 数 之 和 依次 增 大 4， 每 列 9 数 之 和 依次 增 大 81, 
= ОА о 52 5 
列 可 按照 洛 书 3 阶 幻 方 的 构成 法 则 组 成 3 6 ІЛ, ЖИЕ 1-5. 


#1-5 表 1-1 中 9 个 和 数 构成 的 幻 方 


比较 这 个 3 阶 幻 方 和 杨辉 “六 六 图 ”中 的 阳 图 ， 联系 表 1-1， 我 们 
| 16 
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就 可 以 发 现 ， 杨 辉 6 阶 幻 方正 是 把 表 1-1 中 每 行 的 4 个 数组 成 一 个 2 x2 
的 方 阵 代 蔡 3 阶 幻 方 中 的 一 个 方 格 。 代 蔡 时 ， 使 4 数 之 和 等 于 3 阶 幻 方 
该 方 格 中 的 数 ， 每 个 2 х2 的 方 阵 ， 表 1-1 中 1、4 两 数 和 2、3 两 数 分 居 
ЕТ, 这样 , 行 的 方向 上 即 可 保证 8 数 之 和 都 相等 。 为 保证 每 列 和 两 条 
对 角 线 上 8 数 之 和 也 相等 ， 只 要 适当 调整 并 列 两 数 的 左右 位 置 即 可 。 至 
于 杨辉 6 阶 Z] 方 中 的 阴 图 ， 可 以 看 出 ， 它 同 阳 图 一 样 ， 组 成 它 的 9 个 
2 x2 方 阵 保持 不 变 ， 只 是 调整 了 每 个 方 阵 中 数 的 位 置 ,但 仍 维持 每 行 、 
每 列 、 两 条 主 对 角 线 上 8 数 之 和 但 等 。 


5. 7 阶 幻 方 
杨辉 称 7 阶 幻 方 为 “ 衍 数 图 ”， 因 古人 有 “大 衍 之 数 五 十 ， 其 用 四 


十 有 九 ” 之 说 。 也 有 阴阳 两 式 ， 见 图 1-6。 


(a) 阳 图 (b) НЯ 
图 1-6 杨辉 的 7 阶 幻 方 


杨辉 对 他 的 7 阶 幻 方 是 如 何 构成 的 也 未 作 说 明 ， 但 我 们 仍 可 从 其 结 
ие. ИЖ 7 阶 幻 方 中 的 阳 图 ， 其 中 心 3 хз 方 阵 也 是 一 个 幻 “ 
方 。 读 者 可 能 要 问 ， 这 中 间 的 9 个 数 既 不 是 连续 的 自然 数 ， 也 不 是 等 差 
级 数 ， 怎 么 也 能 构成 幻 方 呢 ? 原来 ， 除 1，2，…，n (连续 自然 数 ) 
以 及 1+h，2 + 及 ，…，n +h (等 差 级 数 ) es ee a, a+h, a 
17 
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ы2һ,>е-,а- (n-1) h; (a +k), (a +k) +h, (а-Е) +2h, + 
(a+k) + (n-1) h; `, [a+ (n-1) k], [а+ (п-1) k] +h, +° 
[a+ (n-1) k] + (n-1) hh 这样 一 个 数列 也 可 构成 幻 方 ， 这 个 数列 
中 包括 nn 个 等 差 级 数 ， 公 差 都 是 hh， 而 每 个 等 差 级 数 的 首 项 也 组 成 一 个 
等 差 级 数 ， 其 公差 是 kk， 这 个 上 常 被 称 为 “和 谐 数 ”。 杨 辉 7 阶 幻 方 阳 
图 中 心 的 3 阶 幻 方 就 是 由 a =11, һ-б, k=8 这 样 一 个 数列 (11, 17, 
23; 19, 25, 31; 27, 33, 39) 按 洛 书 3 阶 幻 方 的 法 则 构成 的 。 有 了 这 
样 一 个 3 阶 幻 方 为 核心 ， 按 杨辉 的 数学 功底 ， 把 和 为 50 的 8 ТЖ 
(41, 9), (18, 32), (36, 14), (35, 15), (40, 10), (38, 12), 
(24, 26), (13, 37) ИХ Аз 阶 幻 方 四 周 ， 形 成 5 阶 幻 方 ， 
再 以 同样 方法 把 和 为 50 的 其 他 12 个 数 对 (49, 1), (7, 43), (29, 
21), (20, 30), (16, 34), (8, 42), (46, 4), (2, 48), (6, 44), 
(22, 28), (45, 5), (47, 3) 进一步 镶 在 外 层 而 形成 7 阶 幻 方 就 不 是 
什么 难事 了 。 

55 阶 幻 方 阴 图 相似 ， 杨 辉 7 阶 幻 方 阴 图 也 不 是 镰 边 法 形成 的 ， 但 
同样 让 1 ~ 49 的 中 数 25 ЖН, 首 4 数 1、2、3、4 和 末 4 数 46、47、 
48, 49 4 角 和 站 末 行 列 的 中 央 形 成 一 基本 框架 ， 然 后 以 此 为 基础 ， 
将 和 为 50 的 4 个 数 对 (27, 23), (11, 39), (26, 24), (45, 5) 以 
对 称 方式 置 于 中 央 方 格 25 的 四 周 形成 中 央 3 хз 方 阵 ( 非 幻 方 )， 再 以 
同样 方式 把 和 为 50 的 8 个 数 对 (15, 35), (36, 14), (9, 41), (33, 
17), (8, 42), (22, 28), (37, 13), (31, 19) 置 于 内 图 ， 把 另外 8 
个 和 为 50 的 数 对 (21, 29), (16, 34), (40, 10), (43, 7), (30, 
20), (32, 18), (12, 38), (6, 44) 置 于 外 围 ， 恰 恰 形成 7 阶 幻 方 ! 
аЛ 5 阶 与 7 阶 幻 方 阴 图 虽然 不 是 镶 边 幻 方 ， 却 是 巧妙 地 运用 了 
镶 边 法 构成 的 。 


6. 8 阶 幻 方 | 
杨辉 称 8 阶 约 方 为 “ 易 数 图 ”， 因 为 8 x8 =64， 而 古书 《周易 》 中 
18 
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恰好 给 出 了 64 卦 ， 故 称 64 为 “ 易 数 ”"。 也 有 阴阳 两 式 ， 见 图 1-7。 


6114 |3 |6212 63 64| 1 
52 1314 [51115 150149 16 


29 


| 64 9 56 17 48 25 40 
2 63 10 55 18 47 26 39 
3 62 П 54 19 46 2 38 
4 61 12 53 20 45 28 37 
5 60 13 52 21 44 29 36 
6 59 14 51 22 43 30 35 
7 58 15 50 23 42 31 34 
8 57 16 4 24 ат 32 33 


і 64 456 48 25 40 
2 63 55 47 26 39 
3 62 54 46 27 38 
4 61 53 45 28 37 
5 60 52 44 29 36 
6 59 51 43 30 35 
7 58 50 42 31 34 
8 57 49 41 32 33 


图 1-8 李 例 对 杨辉 8 阶 幻 方形 成 方法 之 分 析 


对 于 杨辉 的 8 阶 幻 方 是 如 何 形成 的 ， 后 人 有 种 种 不 同 的 猜测 ， 都 各 有 
理由 。 著 名 中 算 史 专家 李 伍 的 说 法 比较 简单 、 明 了 、 直 观 。 他 认为 杨辉 8 
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阶 幻 方 中 的 阳 图 和 阴 图 都 是 将 1 ~ 64 按 从 小 到 大 和 从 大 到 小 两 种 次 序 先 相 
间 排 成 8 列 8 组 ， 如 图 1-8 所 示 ， 每 组 中 相对 2 数 之 和 均 为 65。 然 后 对 阳 
图 ， 顺 次 取 1、4、5、8、2、3、6、7 组 ， 从 空心 圆圈 所 标志 的 那个 数 开 
始 党 连 线 方向 展开 依次 填 和 人 1 ~8 行 ,各 组 之 间 疫 有 交叉 ; ХНН, 1-2 
组 、3~4 组 ,5~6 组 ,7 ~8 组 分 别 对 应 于 1、8,， 2. 7, 3. 6, 4. 5 行 ， 
两 者 之 间 有 交叉 ， 每 行 也 从 空心 圆圈 所 标志 的 那个 数 开始 沿 折线 方向 顺 次 
取 数 ， 走 到 项 〈 底 ) 端 时 折 向 同 侧 的 底 (ТИ) 端 继续 ， 依 这 个 次 序 填 人 
方 阵 各 行 ， 即 得 幻 方 。 由 此 可 见 ， 在 阳 图 中 ， 相 邻 奇 偶 列 并 列 2 数 之 和 均 
为 65; 在 阴 图 中 ， 相 邻 奇 偶 列 并 列 2 ЖО ЖІ УҢ 64, 66 (#17. Я 
两 个 方向 均 如 此 ) 。 应 该 说 ， 无 论 阳 图 、 阴 图 ， 设 计 得 都 是 十 分 精巧 的 。 


7. 9 阶 幻 方 
杨辉 称 9 阶 幻 方 为 “ 九 九 图 ”， 仅 一 幅 ， 见 图 1-9。 分 析 这 个 9 阶 
ЕЛІНЕН 幻 方 的 构造 ， 可 以 看 出 它 同 构造 6 阶 
22 40 58|27|45|63 20 38 56| 。 幻 方 的 方法 是 相似 的 ， 即 把 1 ~81 HE 
|4 |49 72 | 

ЕВА №9179 #| (21-2) 之 后 ， 可 以 把 

7|23 та 9 行 的 和 数 所 形成 的 等 差 级 数 按 洛 书 
БЕСКЕ ытта ааа 3 阶 幻 方 的 构成 法 组 成 一 个 3 阶 幻 方 
26144162119| іу 4 42 160 如 图 1-10， 然 后 用 表 1-2 中 一 行 9 个 
тів [53.64 1 е sole ls 数组 成 3 x3 的 方 阵 代替 这 个 幻 方 中 
图 1-9 杨辉 的 阶 幻 方 的 一 个 元 素 , 行 中 1、6、8; 2、4、9 

和 3、5、7 (其 和 都 相等 各 成 方 阵 
中 一 行 。 这 样 ， 在 行 的 方向 上 9 数 之 和 必然 相等 ， 只 要 适当 调整 它们 在 
列 上 的 分 布 ， 使 每 列 和 2 条 主 对 角 线 上 9 数 之 和 也 相等 ， 就 大 功 告 成 


了 。 杨 辉 的 这 个 9 阶 幻 方 中 ，1 ~9 这 9 个 数字 刚好 都 位 于 每 个 3 x3 Jr 
阵 的 底 行 中 央 ， 正 好 是 一 个 洛 书 3 阶 幻 方 ， 这 是 很 值得 注意 的 。 
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Мәжс-аслы Q Ñ — 


693 612 531 450 369 288 207 126 45 


8 1-10 表 1-2 中 9 个 和 
数 构成 的 3 阶 幻 方 


此 外 ， 我 们 还 要 注意 这 个 幻 方 有 以 
下 如 异性 质 : 

中 把 它 分 成 9 个 3 x3 的 小 方 阵 的 
话 ， 每 个 也 都 是 幻 方 ， 这 9 个 3 阶 幻 方 
的 幻 和 构成 首 项 为 111 ， 公 差 为 3 的 等 
差 数 列 ， 又 可 以 形成 一 个 3 阶 幻 方 。 

@ 幻 方 中 以 中 央 的 41 为 中 心 ， 任 意 对 称 位 置 上 的 2 数 之 和 都 是 82。 
这 样 ， 除 了 中 央 的 3 хз 方 阵 是 一 个 3 阶 幻 方 外 ， 对 向 外 扩展 的 5x5、7 
х7. 9х9 方 阵 ， 若 分 别 取 中 央 元 素 41、 四 角 元 素 (49、65、33、17; 
40, 38, 42, 44; 31, 11, 51, 71) 和 4 边 的 中 央 元 素 (9, 25, 73, 57; 
45, 43, 37, 39; 81, 61. 1, 21) 又 可 形成 3 个 3 阶 幻 方 。 具 有 这 种 性 
质 的 幻 方 叫 对 称 幻 方 ， 我 们 后 面 还 将 进一步 介绍 。 


8. 10 阶 幻 方 

这 是 杨辉 给 出 的 最 高 阶 幻 方 ， 他 称 之 为 “百子 图 ”， 仅 一 幅 ， 见 图 1- 
11 〈a) 。 但 不 知 什么 原由， 百子 图 仅 行 列 方向 符合 约 方 负数 3505 ， 对 角 线 
方向 上 10 数 之 和 一 为 5440， 一 为 470， 因 此 并 不 符合 幻 方 的 定义 。 杨 辉 10 
阶 幻 方 的 这 一 问题 被 清 初 的 张 潮 所 发 现 ， 在 4 心 遍 杂 租 》 卷 下 中 加 以 指出 ， 


Б 21 


并 给 出 了 一 个 正确 的 10 阶 幻 方 , 称 为 "更 定 百子 图 ”, 见 图 1-11(b) 。 
1 eof lola leole [eols 00 605 [96 [7082 [19 [3097 [4 [22 
99 82 79 62 |59 [42 [39 [22 19| 2 | 66 |43 | 1 |74 11 90 5489169 8 
[3 [18 23 [38 [43 |58 [63 78 |83 |98 46 |18 |56 29 [87 |68 21 34 |62 84 
97 84 77 [64 |57 44 [37 24 [17| 4 32 |75 10047 |63 14 |53 [27 |7 [17 
5 |1825 зв 4556 |65 [76 85196 ВОО 
95 |86 |75 |66 55 46 35 26 [15| 6 | 31 [95] 67 |86|10|40 
14|7 |34 27 [54 ат |та 67 94 вт 
88 |з |68 [73 [48 53 |28 |331 8 |13 
[2 |9 32 29 52 |49 |72 |69 92 [89 
тво |7 [по [51 [50 [1 |30110 
(а) (b) 
图 1-11 10 413 

杨辉 的 百子 图 虽然 只 是 “ 半 幻 方 ， 但 它 有 许多 令 人 叫绝 的 特点 : 

(1) ЕЖ “ 田 格 一 律 化 ”的 ， 即 其 中 任意 2 x2 小 方 阵 (包括 由 首 
行 、 末 行 或 首 列 、 末 列 所 组 成 的 2 x2 УВЕ) 中 的 4 数 之 和 都 是 202， 例 
ШП 82, 79, 18, 23; 61, 80, 31, 30; 97, 5, 4, 96; 35, 26, 74, 67, 

(2) 以 方 阵 中 心 为 对 称 中 心 的 任意 大 小 正方 形 或 任意 大 小 矩形 4 角 
КА 数 之 和 也 都 是 202 ,例如 38 ,63 ,73 ,28 ;64 ,37 ,27 ,74;18 ,93 ,83 ,8。 

(3) 以 方 阵 中 心 横 轴 或 中 心 纵 轴 上 的 任 一 交点 为 对 称 中 心 的 任意 
大 小 正方 形 或 任意 大 小 矩形 4 角 上 的 4 数 之 和 也 都 是 202， 例 如 20, 
82, 81, 19; 97, 14, 44, 47; 62, 39, 36, 65, 

(4) 百子 图 主 对 角 线 上 10 数 之 和 虽然 不 是 幻 方 常数 505， 但 是 正 
反 两 组 各 10 个 “V” 形 曲 对 角 线 ( 曲 对 角 线 定义 见 下 节 ) 上 10 数 之 和 
却 是 幻 方 常数 5051 例如 95, 7, 68, 29, 51, 50, 72, 33, 94, 6; 
88, 9, 71, 40, 59, 42, 61, 30, 92, 13; 14, 86, 25, 64, 43, 58, 
37，76，15，87。 尤 其 令 人 称奇 的 是 ， 如 果 把 这 种 V 形 曲 对 角 线 的 张 开 
角度 变 小 ， 只 要 仍 维持 对 称 而 且 落 在 方 阵 之 内 ， 则 其 上 10 数 和 也 等 于 
505, ФІШП 1, 18, 25, 27, 52, 49, 74, 76, 83, 100; 91, 93, 75, 
64, 59, 42, 37, 26, 8, 10, 

(5) 对 于 横向 的 V 形 曲 对 角 线 ， 它 们 不 满足 幻 方 常数 ， 但 规律 性 
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地 交替 出 现 465 和 545。 但 我 们 惊奇 地 发 现 ， 同 纵向 的 V 形 曲 对 角 线 类 
似 ， 如 果 把 V 形 的 开口 角度 变 小 ， 则 仍然 满足 幻 方 常数 ， 例 如 1,79, 
43 ,37,85 ,15 ,74 ,48 ,32 ,91;100 ,22 ,38 ,64 ,16 ,86 ,27 ,53 ,69 ,10。 

那么 杨辉 是 怎样 构成 如 此 神奇 的 百子 图 的 呢 ? 

根据 “百子 图 ”的 结构 ， 李 便 认 为 它 是 把 1 ~ 100 按 从 小 到 大 和 从 
大 到 小 的 次 序 排 成 2 列 ， 然 后 从 标 空心 圆圈 的 数 开 始 各 按 规律 顺序 取 
10 个 数 填 人 10 x 10 方 阵 中 形成 的 ， 如 图 1-12。 为 了 清楚 ， 这 个 图 分 成 3 
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ІН 1-12 李 全 对 百子 图 形成 方法 的 分 析 
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部 分 ， 左 侧 部 分 表示 1 ~6 行 的 取 数 顺序 ， 右 侧 上 方 部 分 表示 7、8、9 
三 行 的 取 数 顺序 ， 右 侧 下 方 部 分 表示 第 10 行 的 取 数 顺序 。 另 有 一 种 分 
析 方 法 认为 ， 杨 辉 仍然 是 先 把 1 ~ 100 按 从 小 到 大 和 从 大 到 小 两 种 次 序 交 
蔡 地 排 成 10 行 10 列 ， 如 表 1-3 所 示 。 在 这 个 表 中 ， 每 行 10 数 之 和 均等 
于 505, 已 满足 幻 方 的 要 求 。 然 后 把 所 有 奇数 行 的 1 、10 列 ，2、9 列 ，3、 
8 列 ，4、7 列 ，5、6 列 元 素 两 两 对 换 ， 形 成 表 1-4。 在 这 个 表 中 ， 奇 数列 10 
数 之 和 等 于 510， 比 幻 方 常 数 大 5; 偶数 列 10 数 之 和 为 500， 比 幻 方 常数 小 
5。 注 意 到 奇数 列 和 相 邻 偶数 列 7 、8、9 三 行 中 3 数 之 和 正好 各 差 5， 把 它们 
两 两 对 换 ， 就 成 为 杨辉 的 百子 图 了 。 这 种 猜测 也 比较 合情合理 。 


КЕКЛЕЛЕЛЕБЕЛЕНЕЛЕЕЕЕ 
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兰州 交通 大 竺 的 黄 均 迪 先 生 提 出 了 为 一 种 分 析 方 法 。 他 认为 杨辉 的 
百子 图 是 将 图 1-13 (а) 和 (b) 2 个 规则 方 阵 中 的 数学 全 加 而 成 的 ， 
即 把 (a) 方 阵 中 的 数字 作为 十 位 数 ， 把 (b) 方 阵 中 的 数字 作为 个 位 
数 ， 合 并 在 一 个 方 阵 中 ， 然 后 加 1， 就 是 杨辉 的 百子 图 了 。 对 杨辉 百子 
图 构造 法 的 这 样 一 种 分 析 似 乎 更 加 直观 和 鲜明 ， 也 很 有 特色 。 
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8 1-13 黄 均 迪 对 百子 图 形成 方法 的 分 析 


] ,杨辉 4 阶 幻 方 中 的 奥秘 


对 杨辉 开发 的 这 些 约 方 ， 大 家 除了 承认 它们 是 世界 上 最 早 的 约 方 以 
外 ， 对 这 些 幻 方 本 喘 所 包含 的 奥秘 ， 我 们 还 探索 得 很 不 够 。 以 4 阶 幻 方 
М, ЖЕНА У ЖЕНАТ (Ех), РЕМ 
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现 与 公布 了 它们 的 一 些 奇 特性 质 。 事 实 上 ， 不 管 是 阿拉 人 的 4 阶 幻 方 也 
б. 2) 4 ОТЕ, ЕН 4 阶 幻 方 的 变种 ， 从 中 发 现 的 奇特 
吐 质 都 源 于 杨辉 4 阶 幻 方 。 为 此 ， 我 们 这 里 对 杨辉 4 阶 幻 方 作 深入 一 步 
的 考察 。 

(1) ЖА 阶 幻 方 的 生成 方法 是 最 简单 的 。 如 前 所 述 ， 其 4 阶 阴 图 
是 将 1~16 顺序 从 上 到 下 、 自 右 至 左 填 人 4 ха 的 方 阵 ， 然 后 对 角 交 换 4 
个 顶端 的 数字 和 中 央 2 x2 方 阵 中 的 数字 (1-2 (c)) 即 得 ， 并 不 需 
要 繁复 的 编排 和 算法 。 其 阳 图 则 是 将 阴 图 逆 时 针 转 90°， 然 后 1、2 列 互 
15, 3, 4 列 互 换 而 成 ， 也 非常 简单 。 

(2) ЖЕН 4 МХ] У, 不管 阳 图 也 黑 ， 阴 图 也 办， 都 非常 对 称 和 
匀称 ， 是 十 分 “和 和谐” 和 “美丽 ”的 方 了 泗 。 为 了 讨论 和 比较 幻 方 的 对 
称 性 和 人 匀称 性 ， 我 们 这 里 以 4 阶 幻 方 为 例 ， 在 行 、 列 、 主 对 角 线 之 外 ， 
组 定义 以 下 几 种 线段 ， 但 这 种 定义 可 推广 至 任意 于 阶 约 方 。 

(D 折 对 角 线 (broken diagonal) : 由 与 主 对 角 线 平行 、 但 “折断 ” 
了 的 几 段 对 角 线 所 组 成 ， 如 图 1-14。 图 中 有 阴影 的 方块 组 成 所 定义 的 线 
x 《下 同 )。 


图 1-14 折 对 角 线 


(2) 曲 对 角 线 (bent diagonal) : 由 2 条 主 对 角 线 之 各 一 半 所 组 成 ， 
位 于 方 阵 之 上 半 部 或 下 半 部 ， 左 半 部 或 右 半 部 ， 如 图 1-15。 好 似 对 角 
线 走 到 一 半 ， 突 然 改 变 方向 ,，“ 弯曲 ”到 男 一 侧 而 成 ， 故 名 。 
(3) 折 行 (broken row): 同 折 对 角 线 类 似 ， 由 若干 平行 于 水 平 线 的 
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81-15 ЧИН 


线段 所 组 成 ， 这 些 线段 跨越 所 有 的 列 ， 并 且 呈 现 出 某 种 对 称 性 。 设 以 
4; 表示 i 行列 上 的 一 个 元 素 ， 则 以 下 4 个 元 素 均 组 成 折 行 ， 如 图 1-16 
КРТ “ЭТИ дп Во 


а т dm @ 3 @ д 5 аш а 2 ъз Ч д 5 а п, dn т 


ИН 1-16 折 行 示例 


由 折 列 (broken column): 同 折 行 类 似 ， 由 若干 平行 于 垂直 线 的 线 
段 组 成 ， 这 些 线段 跨越 所 有 的 行 ， 且 呈现 出 某 种 对 称 性 ， 如 图 1-17。 

(5) 曲 行 (bent гом): 同 曲 对 角 线 类 似 ， 由 同 处 左 半 侧 或 右 半 侧 的 
任意 相 邻 两 条 半 行 (half-row) 组 成 。 如 图 1-18 (а), 好比 一 行走 到 中 
қ, ЖЖ, “弯曲 ”到 另 一 方向 。 

(6) 曲 列 (bent column): 同 曲 行 类 似 ， 由 同 处 上 半 部 或 下 半 部 之 任 
意 两 条 相 邻 半 列 (half-column) 所 组 成 ， 如 图 1-18 (b)。 其 中 (а) № 
可 看 做 曲 行 ， 也 可 看 做 曲 列 。 


27 


好 玩 的 数学 
ИЕЛЕРІ 


(а) ННГУ (b) ñH Ji 


ЕН 1-18 曲 行 和 曲 列 示例 


曲 对 角 线 (47. Я) 名 称 的 来 由 是 因为 它们 原先 似乎 是 一 条 对 角 
线 〈 行 、 列 ) ， 但 在 中 点 被 弯曲 到 另 一 方向 去 了 。 

(0 四 角 方 〈corners square): 由 方 阵 中 任意 大 小 ， 任 意 位 置 上 的 规 
则 四 边 形 的 4 顶 角 元 素 所 组 成 ， 所 谓 规 则 四 边 形 包括 正方 形 、 抢 形 、 梯 
形 、 萎 形 、 平 行 四 边 形 ， 如 图 1-19。 在 4 阶 幻 方 的 情况 下 ， 曲 和 折 对 角 
线 、 行 、 列 显然 也 都 形成 四 角 方 。 但 由 于 我 们 后 面 要 讨论 高 阶 幻 方 ， 所 
以 还 要 保留 它们 的 定义 ， 而 且 在 既是 曲 〈 折 ) 对 角 线 ( 行 、 列 ) х 
四 角 方 的 情况 下 ， 我 们 把 它 归 人 前 者 。 

有 了 以 上 定义 ， 讨 论 幻 方 对 称 性 就 方便 了 。 

可 以 看 出 ,杨辉 4 阶 幻 方 包含 多 方面 的 对 称 性 ， 以 阴 图 为 例 ， 在 水 
平方 向 上 有 以 下 对 称 性 : 

Ф 每 行 4 个 数字 相 邻 两 两 之 和 都 是 13 和 21，1、4 行 13 在 左 , 21 
ЖЖ, 2. 3 行 则 21 在 左 ，13 在 右 。 
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图 1-19 各 种 “四 角 方 ” 


© 每 行 4 个 数字 间隔 两 两 之 和 都 是 25 和 9，1 、4 行 和 2 、3 行 次 序 
正 相反 。 

© 每 行 4 个 数字 ，1 、4 两 行 两 端 和 中 间 两 个 数字 之 和 分 别 是 20 和 
14， 成 互补 之 势 2 эженини изле и 
也 成 互补 之 势 。 

在 垂 吉 方向 上 ， 有 以 下 几 种 对 称 性 : 

Ф 每 列 4 个 数字 相 邻 两 两 之 和 都 是 18 和 16，1、4 列 18 在 上 ，16 
在 下 , 2、3 列 则 16 在 上 ，18 在 下 。 

© 每 列 4 个 数字 间隔 两 两 之 和 都 是 19 和 15，1、4 列 和 2 、3 列 次 
序 也 正 相反 。 x 

图 每 列 4 个 数字 1、4 两 列 两 端 和 中 间 两 个 数字 之 和 分 别 是 5 和 
29， 成 互补 之 势 ; 2、3 两 列 两 端 和 中 间 两 个 数字 之 和 分 别 是 21 和 13， 
也 成 互补 之 势 。 
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由 于 有 以 上 的 多 种 对 称 性 ， 因 此 ,杨辉 4 阶 幻 方 除 了 满足 幻 方 的 基 
本 条 件 ， 即 行 、 列 、 主 对 角 线 上 4 元 素 之 和 是 幻 方 常数 34 之 外 ， 还 有 
许多 折 对 角 线 、 折 行 、 折 列 、 曲 行 、 曲 列 和 四 和 角 方 上 4 лк ЖИВА] 
ЖЖ 5” 我 们 把 阴 图 符合 这 条 件 的 4 元素 组 全 部 列 出 如 下 
y: (4, 9, 5, 16), (14, 7, 11, 2), (15, 6, 10, 3), (1, 
12, 8, 13) 
5]: (4, 14, 15, 1), (9, 7, 6, 12), (5, 11, 10, 8), (16, 
2,3, 13) 
对 角 线 : (4,7, 10, 13), (16, 11, 6, 1) 
1747: (15, 9, 8, 2), (14, 12, 5, 3), (15, 6, 11, 2), (14, 
7, 10, 3) (15, 7, 10, 2), (14, 6, 1, 3), (4, 12, 
5, 13), (1, 9, 8, 16) 
折 列 : (9, 7, 10, 8), (4, 2, 15, 13), (5, 11, 6, 12), (5, 
7, 10, 12) (9, 11, 6, 8), (16, 14, 3, 1) 
折 对 角 线 : (5, 2, 15, 12), (9, 14, 3, 8), (16, 7, 10, 1), 
(4, 11, 6, 13) 
曲 行 (21): (4, 9, 7, 14), (5, 16, 11, 2), (15, 6, 1, 12), 
(10, 3, 8, 13) 
7448 №: (7, 11, 6, 10), (4, 16, 1, 13), (4, 5, 15, 10), 
(9, 16, 6, 3), (14, 11, 1, 8), (7,2, 12, 13), 
(9, 5, 12, 8), (14, 2, 15, 3), (4,9, 15, 6), 
(14, 7, 1, 12), (5, 16, 10, 3), (11, 2, 8, 13), 
(4, 5, 14, 11), (9, 16, 7, 2), (15, 10, 1, 8), 
(6, 3, 12, 13), (4, 9, 8, 13), (5, 16, 1, 12), 
(16, 2, 15, 1), (4, 14, 3, 13), (7, 11, 15, 1), 
(11, 10, 1, 12), (16, 2, 6, 10), (7, 11, 3, 13), 
(4, 14, 6, 10), (4, 9, 11, 10), (5, 16, 7, 6), 
(7, 6, 8, 13) 
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以 上 总 共 为 60 组 。 我 们 知道 ，1 ~ 16 这 16 个 数 中 ，4 数 之 和 为 34 
的 一 共有 86 组 。 这 样 ， 这 86 组 可 能 的 组 合 中 ， 约 有 70 是 呈现 有 规律 
的 分 布 的 ， 可 见 杨辉 4 阶 约 方 阴 图 的 对 称 性 和 勺 称 性 是 何等 的 好 。 
(3) ЖА 阶 幻 方 中 数 字 分 布 的 对 称 性 和 均匀 性 不 但 表现 在 数字 
和 方面 ， 甚 至 还 进一步 表现 在 数字 的 平方 和 以 及 立方 和 方面 。 约 方 的 这 
一 现象 最 早 是 在 第 二 次 世界 大 战 结束 后 不 久 ， 处 于 盟 军 占领 状态 下 的 德 
-— ^^ 1 ЖӘНЕ. ЛЕЛ (Alfred Moessner) 发 现 的 。1947 Ж, 
他 在 《Scripta Mathematica》 季刊 上 发 表 了 一 篇 名 为 《一 个 神奇 幻 方 》 (A 
Curious Magic Square) 的 文章 ， 声 称 他 构造 出 了 一 个 神奇 的 幻 方 ， 上 、 
下 两 半 和 左 、 右 两 半数 字 的 平方 和 都 相等 ， 两 条 对 角 线 上 数字 的 立方 和 
也 相等 。 纱 斯 纳 的 约 方 如 图 1-20。 我 们 仔细 分 析 一 下 他 的 约 方 ， 就 可 发 
现 它 其 实 是 杨辉 4 ИХ] т (НЯ) 的 一 个 变形 : 
把 杨辉 4 阶 约 方 的 第 2 列 变 为 第 1 列 , 第 4 
列 变 为 第 2 列 , 第 1 列 变 为 第 3 列 ， 第 3 列 变 为 
ЖА], НІК, еее] р. HJ 
此 缪 斯 纳 发 现 的 现象 ， 杨 辉 4 阶 幻 方 也 都 是 基本 
上 具有 的 。 具 体 来 说 ,杨辉 4 阶 约 方 1、4 行 上 的 
数字 的 平方 和 相等 Р 1-20 Жи 
“神奇 幻 方 ” 


4 +9? +52 +16? =1° +12? +8? +13? =378 
2、3 行 上 的 数字 的 平方 和 也 相等 
142 +72 +112 +22 =15° +6? +10? +3? =370 
因此 ， 约 方 上 半 部 和 下 半 部 8 数 之 平方 和 相等 ， 等 于 748 。 
1. 4 两 列 上 数字 的 平方 和 也 相等 
4° +14? +15? +1? =16 +22 +3° +13? =438 
2, 3 两 列 上 数字 的 平方 和 也 相等 
92 +72 +6° +122 =5* +11? +107 +82 =310 
因此 ， 幻 方 左 半 部 和 右 半 部 8 数 之 平方 和 也 相等 ， 而 且 也 等 于 748。 
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两 条 对 角 线 上 的 8 个 数字 以 及 非 对 角 线 上 的 8 个 数字 的 平方 和 也 都 
等 于 748 | 
4 +72 +10? +13? +16? +11? +6 +1? =9° +5? +22 +3? +8? +12? + 
15? + 14? = 748 
其 立方 和 也 相等 ， 等 于 9248 
47 77310 413731631176 +1 =9° 45° 327427583104 
15° + 14° -9248 
H 291490237 АА) ЛЕ, ЗІН, ЕЖА 
ҺЕН. ХАЛТА, ЗУ Н ЮАНА Јас НТЛ 
处 ， 那 就 是 它 的 两 条 对 角 线 上 的 数字 的 平方 和 以 及 立方 和 也 都 是 相等 的 
12 +3 142-57-87 +152 +2 +9° =374 
12 +3 5142557 =8 +15 +2° +9° =4624 
以 上 性 质 是 杨辉 约 方 所 不 有 具备 的 ， 而 且 马 的 是 ， 对 角 线 上 4 数 立方 和 
4624 本 身 还 是 一 个 平方 数 : 4624 =68- 。 无 论 缪 斯 纳 是 否 是 根据 杨辉 幻 方 
构成 他 的 约 方 的 ， 我 们 对 德国 学 者 在 困难 情况 下 坚持 换 索 的 这 种 精神 应 该 
表示 钦 假 。 需 要 指出 的 是 ， 纪 斯 纳 不 但 在 约 方 研究 中 有 所 发 现 ， 在 数学 的 
其 他 领域 也 有 很 多 研究 成 果 ， 这 一 阶段 他 在 《Scripta Mathematica》 上 发 
表 了 一 系列 文章 。 可 惜 我 们 除了 知道 他 是 “数学 迷 ” 之 外 ， 对 他 的 其 余 
情况 一 无 所 知 。 
(4) 杨辉 4 阶 幻 方 中 还 隐藏 着 一 个 十 分 奇妙 的 性 质 。 为 此 ， 我 们 
要 把 约 方 中 的 数 都 减 去 1， 使 它 变 成 0 ~ 15， 然 后 用 0000 ~1111 的 四 位 
二 进 制 数 代 替 。 提 出 这 一 方法 的 是 ІВМ 公司 沃 森 研 究 中心 的 研究 人 员 
чур. 柯林斯 (Mark Collins) 。 经 过 这 样 变换 以 后 的 杨辉 4 阶 幻 方 阴 图 
如 图 1-21。 考 察 这 个 约 方 ， 我 们 就 会 惊奇 地 发 现 ， 这 个 约 方 中 的 数 是 对 
中 心 成 对 称 互补 的 ， 例 如 1111 对 0000, 1010 对 0101， 如 此 等 等 。 由 于 
二 进 制 同 八 卦 有 着 密 不 可 分 的 联系 ， 而 八卦 又 在 中 国 古 代 文 人 中 有 着 巨 
大 的 影响 ， 因 此 ， 我 们 有 理由 猜测 杨辉 4 阶 约 方 的 这 一 奇特 性 质 也 许 不 
是 偶然 的 巧合 。 由 于 有 这 样 的 对 称 性 ， 幻 方 每 行 、 每 列 和 2 条 主 对 角 线 
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上 都 各 有 8 个 0 和 8 个 1， 图 1-19 所 示 各 四 角 方 4 顶点 上 也 都 各 有 8 个 


0 和 8 个 1， 呈现 出 十 分 精确 的 对 称 性 和 平衡 性 。 
以 上 讨论 是 针对 杨辉 4 阶 幻 方 的 阴 图 进行 0011 010011111 
的 ， 但 所 列 各 种 奇妙 特性 对 阳 图 同样 适用 ， 唯 БЕШШ 
ШІ 


一 区 别 是 : 阳 图 中 构成 约 方 常数 的 行 、 列 、 对 

角 线 、 折 行 、 折 列 、 折 对 角 线 、 曲 行 和 四 角 方 

的 总 数 是 46 个 ， 比 阴 图 少 14 个 (读者 可 自行 
验证 一 下 ) 。 也 许 这 个 数量 上 的 差别 正 是 杨辉 шып вава 
称 此 为 阴 图 而 披 为 阳 图 的 原因 。 因 为 大 家 承 的 二 进 制 形 式 

认 ， 就 人 类 而 言 ， 女 性 比 男性 更 匀称 ， 更 美丽 。 著 名 女 作 家 冰心 先生 说 
过 这 样 的 话 : “世界 上 寿 没 有 女人 ， 这 世界 至 少 要 失去 十 分 之 五 的 其 ， 
十 分 之 六 的 善 ， 十 分 之 七 的 美 。 这 很 生动 形象 地 反映 了 公认 的 这 个 观 
点 。 这 两 个 四 阶 幻 方 其 他 特性 都 一 样 ， 但 构成 约 方 常数 的 直线 和 四 角 方 
一 多 一 少 ， 说 明 其 匀称 性 和 美观 程度 稍 有 差异 ， 于 是 把 更 匀称 更 美观 的 
那 一 个 赋予 阴性 ， 象 征 女 性 ， 也 就 很 月 然 了 了 。 妆 然 ， 这 只 是 笔者 的 猜 
测 ， 有 兴趣 的 读者 不 妨 作 进一步 的 探索 。 

就 笔者 所 见 ， 对 杨辉 幻 方 的 阴阳 两 图 进行 过 探讨 的 ， 有 中 国 科 技 史 
专家 何 丙 郁 先生 。 他 在 “从 科技 史 观 点 谈 易 数 ”一 文中 认为 ， 杨辉 和 
方 之 所 以 分 阳 图 和 阴 图 ， 是 因为 阳 图 右上 角 的 数字 从 奇数 改 为 偶数 ， 故 
称 阴 图 ， 以 符合 易 数 中 阴阳 两 仪 的 用 义 。 何 先生 的 这 一 观点 用 于 杨辉 的 
4. 5, 7, 8 阶 幻 方 还 说 得 过 去 ， 用 于 6 阶 幻 方 束 不 行 了 ， 因 为 杨辉 6 阶 
约 方 的 阴阳 两 图 右上 角 都 是 偶数 。 

国外 学 者 有 没有 对 约 方 的 美学 特性 进行 过 探讨 呢 ? 笔者 最 近 在 ІВМ 
公司 的 研究 员 庇 考 夫 ( Clifford А. Ріскоует) 主编 的 书 4 图 案 一 一 分 形 , 艺 
ЖЖ Н ФА (Тһе Pattern Book—Fractals, Art, and Nature, World Scientif- 
іс, 1995) 中 看 到 两 个 莫 尔 娜 (V. Molnar ЖІ F. Molnar) 的 一 篇 文章 
“Hommag à Diirer”， 正 是 以 “优美 度 ” (aesthetic measure) 理论 为 基 
础 ， 对 幻 方 进行 讨论 的 。 所 谓 优美 度 是 20 世纪 上 半 叶 美国 最 有 影响 的 
=; 
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数学 家 之 一 们 克 霍 夫 (George David Birkhoff，1884 一 1944) 提出 来 的 。 
伯 克 霍 夫 在 微分 方程 和 动力 学 系统 的 研究 中 成 绩 章 车 ， 在 世界 范围 内 享 
有 崇高 声誉 ，1924 年 当选 美国 数学 会 主席 ，1937 年 出 任 美国 科学 促进 
会 主席 ， 是 美国 科学 院 院 土 。 他 对 应 用 数学 十 分 重视 ， 曾 致力 于 将 数学 
用 于 美学 ， 甚 至 伦理 学 。 在 将 数学 用 于 美学 方面 ， 他 1933 年 出 版 了 专 
车 《优美 度 》( Aesthetic Measure ,Cambridge) ， 书 中 ， 他 认为 对 世界 上 任 
意 同类 的 事物 ， 不 管 是 自然 形成 的 ， 还 是 人 造 的 ， 诸 如 多 边 形 、 各 种 装 
饰品 、 瓶 瓶 摊 炙 ， 甚 至 谐 波 、 音 乐 、 诗 的 韵律 ， 等 等 ， 都 可 以 定义 两 个 
量 , 一 个 是 “ 序 ”0O (Order) ， 另 一 个 是 “复杂 度 ”C (Complexity) , 
这 两 者 的 比 就 确定 了 该 事物 的 “优美 度 ”M， 也 就 是 
O 


С 
换 句 话 说， 事物 的 优美 度 正 比 于 它 的 序 ， 而 反比 于 它 的 复杂 度 ; 或 
者 说 ， 事 物 愈 有 序 、 愈 简单 ， 它 就 愈 优美 ; 反之 ， 愈 杂乱 无 章 、 愈 复杂 
的 事物 ， 就 愈 不 美观 。 伯 克 霍 夫 的 这 一 理论 虽然 引起 了 很 多 争议 ， 但 在 
艺术 家 、 音 乐 家 、 心 理学 家 中 有 很 大 影响 。 莫 尔 娜 的 文章 在 琉 勒 幻 方 
(ТЕМ, 1.5 7) 中 依次 画 出 连接 1 和 2，2 和 3，… 的 连 线 ， 形 成 一 个 图 
案 ， 如 图 1-22 所 示 。 这 个 图 案 显 然 是 非 
常 简 洁 有 序 的 ， 因 而 是 优美 的 。 作 为 对 
比 ， 莫 尔 娜 又 在 256 个 由 1 ~ 16 形成 的 不 
同 的 非 约 方 方 阵 中 作出 同样 的 连 线 ， 结 果 
如 图 1-23 所 示 ， 其 中 没有 一 个 图 形 是 有 
序 的 ， 都 非常 复杂 ， 显 得 乱七八糟 ， 因 而 
不 能 给 人 以 美感 。 英 尔 娜 由 此 得 出 结论 : 
丢 勒 幻 方 中 蕴 含 着 无 比 的 美 ， 难 怪 他 们 把 

ХЕ М “ЕО”! 
1-2 壬 勒 幻 方 中 的 图 案 莫 尔 娜 用 优美 度 对 幻 方 和 非 幻 方 进行 
比较 ， 我们 能 不 能 用 优美 度 对 同类 幻 方 进 
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# 1-23 非 幻 方 方 阵 中 的 图 案 
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К) ГТ 
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8 1-24 杨辉 4 阶 幻 方 中 的 优美 图 形 
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“ 约 方 与 素数 
行 比较 呢 ? 我 们 做 了 如 下 尝试 : 在 杨辉 4 阶 幻 方 的 阳 图 和 阴 图 中 依次 连 
接 1 ~16， 其 结果 见 图 1-24 (а) 和 图 1-24 (b) 。 显 然 ， 这 2 个 图 案 同 


丢 勒 幻 方 中 的 图 案 一 样 ， 也 都 有 很 好 的 对 称 性 ， 也 都 比较 有 序 而 不 杂 
配 ， 是 很 美观 的 。 但 由 于 “ 秩 ” 和 “复杂 度 ” 本 身 都 是 模糊 概念 ，O 
和 C 是 两 个 模糊 量 ， 因 此 其 优美 度 很 难 准确 定量 ,， 训 大 就 小 非常 难说 。 
由 于 各 人 的 偏好 不 同 ， 标 准 各 异 ， 真 要 对 这 2 个 图 案 的 优美 度 赋 值 的 
话 ， 慌 怕 是 因 人 而 异 的 ， 就 像 在 体操 、 跳 水 等 体育 项 目 中 ,不 同 的 裁判 
员 对 一 个 运动 员 的 动作 会 打出 不 同 的 分 一 样 。 有 没有 什么 绝对 标准 呢 ? 
笔者 想到 ， 这 些 图 其 实 都 是 哈密 顿 通路 ， 也 就 是 从 市 点 1 册 发 ， 经 过 市 
太 2、3、4、… 而 终止 于 节点 16 的 路 径 ， 那 么 ， 路 径 的 长 短 显然 是 衡量 
路 径 复杂 度 的 一 个 “ 硬 ” 指 标 。 设 相 邻 节点 间 的 距离 为 w， 则 可 以 算 
出 ,杨辉 4 阶 幻 方 阳 图 中 图 案 的 路 径 长 度 为 40.78a， 而 阴 图 中 的 为 
34. 53a。 因 此 ， 就 这 项 指标 而 言 ， 杨 辉 4 阶 幻 方 的 阴 图 优 于 阳 图 ， 这 个 
结论 和 笔者 前 面 得 出 的 绪论 一 致 。 应 该 指出 ， 丢 勒 约 方 中 图 案 的 路 径 长 
度 为 29. 54， 又 小 于 杨辉 4 阶 约 方 阴 图 ， 就 此 而 论 ， 作 为 既是 数学 家 又 
是 美术 家 的 丢 勒 所 设计 的 幻 方 确实 高 人 一 等 。 


| | 出 土 文物 中 的 阿拉 伯 幻 方 


在 今 陕 西 省 西安 城 东北 3 公里 处 ， 有 一 个 元 代 安 西 王 府 的 遗址 。 安 
西 王 的 名 字 是 忙 哥 刺 ， 是 元 世祖 忽 必 烈 的 第 三 个 儿子 ， 后 被 加 封 为 秦 
王 ， 因 此 他 的 王府 建 于 长 安 。 据 史书 记载 ， 安 西 王 府 始 建 于 1273 Ж, 
距 今 已 有 700 多 年 的 历史 。 历 经 战乱 与 沧桑 ,安西 王府 早已 荡然 无 存 。 
解放 初 ， 文 物 工作 队 在 发 掘 安西 王府 遗址 时 ， 找 到 几 块 铁 片 ， 上 面 有 奇 
怪 的 文字 符号 ， 见 图 1-25。 经 过 专家 鉴定 ， 铁 片上 的 文字 符号 属于 古代 
的 阿拉 人 数字 系统 ， 同 波斯 数学 家 阿尔 卡 西 在 1427 年 所 着 的 《算术 
之 钥 》 一 书 中 所 用 的 数码 符号 完全 一 样 。 由 此 把 这 个 铁 片 上 的 符号 翻译 
过 来 ， 人 们 尺 奇 地 发 现 这 原来 是 一 个 6 阶 幻 方 ， 如 图 1-26。 这 个 6 阶 幻 
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方 的 约 方 常 数 是 111。 进 一 步 的 研究 
又 揭示 ， 这 个 幻 方 很 不 平常 ， 它 是 
由 一 个 4 阶 的 泛 对 角 线 幻 方 ， 在 每 个 
方 格 的 数字 上 都 加 10， 组 成 中 央 的 4 
x4 方 阵 ， 然 后 在 四 周 锐 一 圈 所 形成 
的 (关于 泛 对 角 线 幻 方 和 镶 边 法 ， 
本 书后 面 还 将 详细 讨论 ) 。 面 如 果 将 
中 央 的 4x4 方 阵 中 的 各 个 数字 都 减 
去 10， 人 恢复 成 为 如 图 1-27 的 标准 4 
阶 幻 方 〈 即 从 1 开始 由 СЕН 
然 数组 成 的 纠 方 )， 并 对 它 进 行 分 
析 ， 我 们 可 以 发 现 : 


四 回国 本 四 四 
Е 四 四 
эзеп 16/9 
|5 |20 15 14 25 32 
[2733 [46 29 
图 1-26 铁 片上 的 6 ИЯ 
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|Ң 1-25 安西 王府 遗址 
中 出 土 的 阿拉 伯 幻 方 


图 1-27 出土 文物 中 复原 的 


阿拉 伯 4 阶 幻 方 


(1) 同 杨辉 4 阶 约 方 〈 阴 图 和 阳 图 ) 相 比 较 ， 它 的 每 一 列 是 杨辉 4 


阶 约 方 的 2 х2 一 角 。 


(2) 阿拉 伯 幻 方 中 可 构成 一 线 或 一 方 的 幻 方 常数 共计 52 个 ， 少 于 


杨辉 4 阶 约 方 的 阴 图 而 多 于 阳 图 。 


(3) 如 果 把 阿拉 伯 幻 方 中 的 各 个 数字 也 都 减 去 1 并 用 4 位 二 进 制 表 
示 ， 上 再 将 幻 方 逆 时 针 方 向 旋转 45°*， 形 成 如 图 1-28 的 布局 ， 设 想 其 中 央 
垂直 方向 有 一 面 镜 子 ， 则 其 左右 恰 互 为 镜像 ， 见 图 1-28, 

(4) 阿拉 伯 幻 方 上 半 部 和 下 半 部 、 左 半 侧 和 右 半 侧 8 个 数字 的 平 
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方 和 也 都 等 于 748; 但 是 它 的 对 角 线 上 的 8 个 数字 的 平方 和 和 立方 和 同 
非 对 角 线 上 的 8 个 数字 的 平方 和 和 立方 和 是 不 相等 的 。 

由 此 可 见 ， 这 个 阿拉 伯 幻 方 也 是 十 分 神奇 的 ， 但 同 杨辉 的 幻 方 相 比 
Но 


图 1-28 ”阿拉 伯 幻 方 左旋 45° 的 二 进 制 形式 


这 件 文物 ， 现 存 陕西 省 博物 馆 。 读 者 知 有 机 会 去 那里 参观 ， 千 万 不 
要 忽略 了 这 件 展品 。 据 考证 ， 这 些 铁 板 幻 方 的 来 历 如 下 : 成 吉 思 诗 的 孙 
子 蒙 哥 派 旭 烈 死 西 征 时 ， 曾 命 他 将 当时 著名 的 中 亚 科学 家 纳 速 拉丁 带 回 
中 国 。 但 旭 烈 死 进入 波斯 后 并 没有 把 纳 速 拉丁 送 回 ， 而 是 带 他 继续 西 征 
巴格达 ， 改 派 了 精通 天 文 的 扎 马 鲁 丁 到 中 原 蔡 安西 王 推算 历法 。 这 些 铁 
板 纪 方 大 概 就 是 由 扎 马 鲁 丁 带 来 的 。 


| Y көнетін ернек 


前 面 曾 经 提 到 ， 约 方 传 人 欧洲 已 是 15 世纪 的 事 ， 当 时 正 是 欧洲 文 

化 和 思想 发 展 经 历 变 革 的 重要 时 期 一 一 文艺 复兴 时 期 ， 科 学 、 文 学 和 艺 
术 获 得 普遍 高 涨 、 空 前 繁 采 。 因 此 ， 奇 妙 的 幻 方 一 经 传 到 欧洲 ， 立 即 就 
引起 普遍 的 重视 和 关注 ， 人 们 竞相 人 研究， 谈论 幻 方 一 时 成 为 风尚 。 著 名 
的 数学 家 考 夺 留 斯 * 阿 格 里 派 (Cornelius Agrippa) 费 尽 脑 汁 ， 构 成 了 3 
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阶 、4 阶 、5 阶 、 6 阶 、7 阶 、8 阶 、9 阶 的 幻 方 ， 把 它们 分 别 命名 为 土 
в ЖЕ, ха, 、 太 阳 、 金 星 、 水 星 和 月 亮 。 图 1-29 就 是 阿 格 里 派 在 
其 1534 年 出 版 的 《 玄 奥 的 哲学 》 (Пе Occulta Philosophia) 一 书 中 给 出 
的 被 命名 为 木星 的 4 阶 幻 方 和 被 命名 为 火星 的 5 阶 约 方 。 我 们 仔细 看 一 
下 就 会 发 现 ， 阿 格 里 派 的 4 阶 幻 方 就 是 把 杨辉 的 4 阶 约 方 阴 图 顺 时 针 转 
90° 形 成 的 ;5 阶 幻 方 是 用 连续 摆 数 法 构成 的 ， 并 无 特别 的 奇妙 之 处 。 
但 同 中 国 一 样 ， 约 方 在 欧洲 当时 也 被 神秘 化 了 ， 因 此 ， 在 阿 格 里 铂 的 约 方 
四 周 都 有 代表 西方 保护 神 的 魔 符 及 相关 的 星座 的 标记 ， 例 如 在 5 阶 幻 方 的 
НИЖНЕЕ (Старше) 和 巴 扎 贝尔 (Barzabel) ， 相 应 的 星 
座 为 天 蝎 座 (Scorpio) ЖИН-ЕЙЕ (Aries), 。 上 述 4 АЛЛЕН (АЕ 
符号 百科 全 书 》 (Тһе Encyclopedia of Symbols, Continuum, 1994), 而 5 
阶 幻 方 翻印 自 《 秘 传 知 识 百 科 全 书 》(The Encyclopedia of Secret Knowl- 
edge, Rider Books, 1995 ) 。 | 


1-29 阿 格 里 派 的 4 阶 和 5 阶 幻 方 


而 比 阿 格 里 铂 更 早 的 是 德国 的 画家 和 文艺 理论 家 丢 勒 ( Albrecht 
Diirer) ， 他 在 1514 年 创作 的 一 幅 铜 版 雕刻 画 《 忧 伤 》 (Melancholia ) ， 
见 图 1-30(a)。 该 画 现 藏 大 类 博物 馆 。 

于 勒 的 《忧伤 》 中 ， 右 后 方 墙 上 挂 有 一 个 4 阶 幻 方 ， 见 
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图 1-30(b) ,其 左 侧 还 有 一 个 多 面体 ， 左 下 方 还 有 一 个 球体 ， 此 外 还 有 
一 些 作 图 和 制作 工具 。 后 世 的 学 者 们 认为 ， 这 幅 画 的 主题 是 反映 人 们 对 
没有 足够 的 知识 和 管 慧 去 洞察 自然 界 奥秘 的 “忧伤 ”, 而 画 的 本 喘 也 包 
含 着 许 许 多 多 的 奥秘 ， 比 如 那个 幻 方 ， 那 个 多 面体 ， 那 个 球 和 球 上 面 的 
怪兽 ， 几 百年 来 众多 学 者 纷纷 著 文 试图 解 开 其 中 的 奥秘 ， 但 至 今 没 有 令 


(а) Шиа (945) 
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(b) 《忧伤 》 中 的 幻 方 (放大 图 ) 
图 1-30 (ИЯ) АНАР 


大 家 满意 的 解释 。 像 那个 多 面体 ，1999 年 11 月 的 国际 数学 史 杂 志 
(Historia Mathematica》 上 还 有 德国 学 者 探讨 其 这 底 的 论文 。 我 们 这 里 只 
说 说 那个 幻 方 。 

仔细 分 析 一 下 ， 我 们 可 以 看 出 : 

(1) 丢 勒 的 这 个 幻 方 是 将 杨辉 4 阶 幻 方 了 明 图 旋转 90°, МІ 
列 ， 然 后 2、3 列 对 换 而 形成 的 。 

(2) 丢 勒 幻 方 中 能 使 线 和 方 构 成 幻 方 常数 的 组 合 数 也 有 60 对 ， 与 
杨辉 4 阶 幻 方 的 阴 图 持平 。 

(3) 由 于 于 和 勒 幻 方 是 将 杨辉 幻 方 了 明 图 的 行列 互 换 而 形成 的 ， 因 此 ， 
它 的 1、4 行 ; 2、3 行 ; 1,491; 2、3 列 上 4 个 数字 的 平方 和 也 都 是 相 
等 的 ，] 、3 象限 ; 2、4 象限 中 2 个 小 方 阵 中 4 个 数字 的 平方 和 也 都 是 
相等 的 ， 从 而 幻 方 的 上 半 部 和 下 半 部 ; 左 半 侧 和 右 半 侧 ; 2 条 对 角 线 和 
非 对 角 线 8 个 数字 的 平方 和 都 是 相等 的 ， 等 于 748; 不 但 如 此 ，2 条 对 
角 线 和 非 对 角 线 各 8 个 数字 的 立方 和 也 是 相等 的 ， 等 于 9248。 这 一 条 和 
杨辉 幻 方 一 致 。 
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(4) 如 果 把 丢 瓯 幻 方 中 的 各 个 数字 者 减 去 1 并 以 4 位 二 进 制 表示 ， 
则 如 有 果 把 约 方 顺 时 针 方 向 转 45"， 形 成 如 图 1-31 布局 ， 可 以 发 现 对 中 央 
垂 线 ， 其 左右 两 半 是 互 为 镜像 的 。 例 如 第 二 排 左 边 为 0100， 右 边 则 为 
0010， 十 分 对 称 。 而 如 果 将 幻 方 按 逆 时 针 方 向 转 45°*， 形 成 如 图 1-32 的 
布局 ， 则 对 中 央 垂 直线 ， 其 左右 两 半 是 镜像 互补 对 称 的 ， 例 如 ， 第 二 排 
的 左边 是 0001 ， 而 右边 是 0111 (0001 的 镜像 是 1000， 其 补 为 0111 ) 。 
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图 1-31 НЕ 45° BJ ЫЖ Ж 
据 《 数 的 奇迹 》(Clifford А. Pickover, Wonders of Numbers, Oxford 
Uni. Pr 2001) 一 书 介绍 ， 丢 勒 约 方 的 上 述 特性 是 来 自 威 斯 康 芋 州 首府 
麦迪 进 的 作者 同事 马克 … 柯林斯 ( Mark Collins) 发 现 的 。 
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图 1-32 АЕ 45 "的 二 进 制 形式 
42 
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(5) 柯林斯 还 发 现 了 丢 勒 幻 方 ( 减 1 以 后 ) 的 男 一 个 奇特 之 处 ， 
即 如 果 把 约 方 中 的 奇数 和 偶数 分 别 连接 起 来 ， 那 么 就 会 形成 图 1-33 中 所 
示 形 状 的 几 个 交叉 的 六 边 形 ， 呈 现 出 明显 的 对 称 性 。 而 如 果 把 0 一 1 一 
2—3, 4 一 5 一 6 一 7，8 一 9 一 10 一 11，12 一 13 一 14 一 15 也 分 别 连接 起 来 ， 


也 会 形成 十 分 对 称 的 图 案 ， 如 图 1-34。 


图 1-34 0~15 分 4 组 互 连 以 后 的 丢 勒 幻 方 图 案 


(6) УИ БАЕЛ, Ж) ЛАЯ ЖЕ: ZJ 
方 最 下 边 一 行 中 间 两 个 数字 15 和 14 ЕЕ, ІЕЕ ЛЕН ІН А 
年 代 : 1514 年 。 这 是 丢 勒 的 马 妙 安排 还 是 偶然 巧合 ， 慌 侦 世人 永远 不 
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克 林 的 神奇 幻 方 


中 国人 发 明 的 约 方 传人 欧洲 以 后 ， 经 由 欧洲 殖民 者 又 传人 美洲 大 
Bh, ТЕЕ НУ Л ДП АИ. ЕЗ, ЖД. 富兰克林 (Benjamin 
Franklin, 1706 ~ 1790) 是 最 痴迷 的 一 位 ， 也 是 在 构造 高 阶 幻 方 上 做 出 
了 特殊 贡献 的 一 位 。 富 兰 克 林 是 英国 移民 的 后 裔 ， 从 小 就 当 印 刷 工 ， 但 
出 于 对 人 类 的 热爱 ， 对 自然 的 热爱 ， 对 科学 的 热爱 ， 加 上 为 人 正直 ， 勤 
奋 好 学 ， 他 成 为 美利坚 合众国 建国 前 后 著名 的 政治 家 、 外 交 家 、 作 家 、 
科学 家 和 发 明 家 ， 是 美国 独立 战争 的 重要 领导 人 ， 独 立 宣言 和 美国 宪法 
的 起 草 人 之 一 ， 曾 多 次 出 使 伦敦 ， 与 瑞 国 政府 谈判 。 他 又 是 冒 着 生命 危 
险 ， 在 雷雨 天 气 中 进行 著名 的 “费城 实验 ”， 证 实 了 雷电 实质 ， 为 电学 
的 建立 做 出 了 诸多 贡献 的 先驱 ， 并 有 大 量 的 发 明 创 造 。 富 兰 殉 林 日 愧 
“没有 学 好 数学 ”， 但 却 构造 出 了 许多 神奇 的 幻 方 ， 令 人 叹服 。 据 说 他 
当选 国会 议员 以 后 ， 在 闲暇 时 间 里 ， 就 一 心 琢磨 约 方 。 我 们 这 里 只 简单 
介绍 一 下 富兰克林 开发 的 一 个 8 阶 约 方 和 一 个 16 阶 约 方 ， 就 足 可 表明 
他 在 这 方面 的 天 才 。 

贸 兰 死 林 的 8 阶 约 方 如 图 1-35。 如 有 果 我 们 仔细 分 析 一 下 ， 就 会 发 现 

它 虽 然 不 是 完全 约 方 《对 角 线 上 8 数 之 和 并 非 260) ， 但 设计 得 十 分 精 
巧 ， 呈 现 出 极 大 的 对 称 性 和 勾 称 性 ， 因 此 除了 8 行 8 列 8 数 之 和 是 约 方 
常数 260 之 外 ， 还 有 如 我 们 前 面 所 定义 的 ， 有 许 许多 多 的 折 ( 曲 ) xF 
Zk. Tr (HH) 行 、 折 ( 曲 ) 列 上 8 数 之 和 是 260， 还 有 许 许 多 多 的 规则 
四 边 形 的 4 顶点 上 4 数 之 和 是 幻 方 常数 之 半 ， 而 2 个 对 称 的 这 样 的 四 边 
形 的 8 个 项 点 上 的 8 数 之 和 又 形成 &] 方 剃 数 。 这 个 幻 方 的 对 称 性 可 通过 
以 下 两 张 表格 表 1-5 和 表 1-6 来 反映 。 

现在 ,我们 先 考 察 一 下 宦 兰 殉 林 8 阶 约 方 在 横 问 的 对 称 性 。 
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图 1-35 富兰克林 的 8 阶 幻 方 

从 表 1-5 中 ,我 们 看 到 ， 在 幻 方 的 横向 任 取 2 列 ， 总 能 找到 相应 2 
列 ， 其 两 两 之 和 为 幻 方 常数 之 半 130， 剩 下 4 列 两 两 之 和 也 为 幻 方 常数 
之 半 130。 这 样 的 对 称 组 共有 7 个 。 在 每 一 个 这 样 的 对 称 组 中 ， 任 取 一 
行 前 4 列 〈 指 表 中 排 在 前 面 的 4 列 ， 而 非 约 方 中 前 4 列 。 下 同 ) 和 任意 
男 一 行 中 其 他 4 列 均 可 构成 满足 幻 方 常数 的 折 行 ， 如 第 1 组 中 的 (53, 
60, 5, 12, 23, 26, 39, 42), 第 4 组 中 的 (14, 8, 57, 51, 46, 40, 
25, 19), 第 6 组 中 的 (11, 63, 2, 54, 18, 38, 27, 47) …… 这 样 的 
ЧАТЕ 7 x8 х7 = 392 。 

我 们 冉 看 第 2 组 。 这 一 组 中 ， 每 一 行 的 1、3 列 和 5、7 列 的 数字 和 
是 相等 的 , 2、4 列 和 6、8 列 的 数字 和 也 是 相等 的 。 这 样 ， 对 于 这 个 
组 ,除了 上 上述 所 有 组 共有 的 构成 折 行 的 方法 外 ， 还 有 以 下 方法 ， 即 任 取 
一 行 的 最 前 2 列 和 最 后 2 列 ， 同 任意 男 一 行 的 其 他 4 列 ， 也 可 构成 满足 
ХУАНА т, ИП (14, 6, 62, 54, 43, 35, 27, 19). ЖЯ 
行 共 有 8 х7 =56. 

冉 看 第 1 组、 第 5 组 和 第 7 组 ， 其 单数 行 的 两 两 之 和 以 及 双 数 行 的 
两 两 之 和 都 是 对 应 相等 的 ， 而 单 、 双 数 行 之 间 ， 其 两 两 之 和 又 交叉 相 
等 ， 如 第 1 组 单数 行 1 、2 列 之 和 同 双 数 行 3、4 列 之 和 相同 ， 都 是 113 ， 
而 单数 行 3、4 列 之 和 则 同 双 数 行 1、2 列 之 和 相同 ， 都 是 17。S$、6 列 
同 7、8 列 之 间 也 有 类 似 情 况 。 这 样 ， 对 于 这 3 个 组 ， 除 了 可 以 以 各 组 
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共有 方法 构成 满足 幻 方 常 数 的 折 行 外 ， 还 可 以 用 以 下 方法 构成 折 行 : Е 
取 单 〈 或 双 ) 数 行 中 的 前 2 列 和 任意 单 (ҰЯ) 数 行 中 的 后 随 2 列 以 
及 任意 单数 行 中 的 再 后 面 2 列 和 任意 单数 行 中 的 最 后 2 9], 或 者 是 任意 
双 数 行 中 的 再 后 面 2 列 和 任意 双 数 行 中 的 最 后 2 列 ， 均 可 构成 满足 幻 方 
常数 的 折 行 ， 例 如 第 1 组 中 的 (52, 61, 5, 12, 23, 26, 34, 37), % 
5 组 中 的 (53, 3, 7, 15, 46, 28, 34, 42), 第 7 组 中 的 〈16，60， 
57, 10, 23, 40, 37，17) 。 这 样 的 折 行 共有 3 х8 x8 x4 x4 = 3072, 

上 再 看 第 3 组 ， 这 一 组 中 每 行 1、4 列 , 2. 32, 5. 851], 6. 7 列 两 
两 之 和 都 是 65。 因 此 ， 分 别 在 任意 某 一 行 上 取 1. 49], 2, 3%], 5,8 
列 和 6、7 列 均 可 构成 满足 幻 方 常 数 的 折 行 ， 例 如 (52, 60, 5, 13, 
23, 31, 34, 42),(50, 58, 7, 15, 21, 26, 39, 44) 等 。 这 样 的 折 行 
共有 8 х8х8х8-4096 个 ， 扣 去 前 面 已 提 到 过 的 1、4 列 和 2、3 列 在 
同一 行 ，5、8 列 和 6、7 列 在 同一 行 的 情况 56 种 ， 此 组 新 产生 折 行 
4040 个 。 

大 家 看 ， 由 横向 对 称 性 ， 富 兰 克 林 8 阶 幻 方 能 形成 的 折 行 是 多 人 么 
多 ! 由 纵向 对 称 性 形成 折 列 的 情况 请 读者 根据 表 1-6 自行 进行 ， 其 中 只 
有 第 6 对 称 组 和 其 他 组 稍 有 不 同 ， 不 能 把 一 列 分 成 两 半 ， 和 为 相等 的 
130， 而 只 能 分 为 132 和 128 的 两 半 (一 半 多 2， 男 一 半 少 2), 但 依然 
可 以 组 成 许多 满足 幻 方 常数 的 折 列 。 

由 于 富兰克林 8 阶 幻 方 在 纵向 和 横向 上 的 这 些 对 称 性 ， 除 了 大 量 折 
行 、 折 列 以 外 ， 在 幻 方 任意 位 置 上 取 2 x2 的 小 方 阵 ， 其 4 数 之 和 均 为 
130; 4 项 角 之 和 也 是 130; 而 最 为 奇特 的 是 ， 如 果 我 们 在 这 个 方 阵 中 男 
出 所 有 的 对 角 线 ， 那 么 我 们 可 以 看 到 ， 它 的 4 条 “ 曲 对 角 线 ” (即位 于 
上 半 部 的 V 形 ， 位 于 下 半 部 的 倒 V 形 ， 位 于 左 半 部 的 > 形 和 位 于 右 半 
部 的 < 形 ) 上 8 数 之 和 都 是 260， 而 所 有 和 这 4 个 不 同方 向 的 У 形 相 并 
行 的 V 形 上 的 8 数 之 和 也 都 是 260， 包 括 在 对 角 线 长 度 不 足以 覆盖 4 个 
方 格 时 ， 用 折 对 角 线 方式 补足 。 在 图 1-36 9 (a).(b). (с), (d) 中 
分 别 用 不 同 深浅 的 阴影 表示 4 个 不 同方 向 的 V 形 曲 对 角 线 和 与 它 平 行 的 
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V 形 对 角 线 ， 以 《a) 为 例 ， 除 了 完整 的 5 个 V 形 外 ,还 有 3 个 以 折 对 
角 线 方式 补足 的 V 形 , ШІ (16, 61, 62, 12, 21, 35, 36, 17), (50, 
1, 4, 51, 46, 29, 32,47) 和 (9, 63, 64, 13, 20, 33, 34, 24), 
共计 8 个 ， 与 此 类 似 的 其 他 方向 的 3 组 V 形 ， 也 各 有 8 个 ， 因 此 共有 32 
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81-36 ”富兰克林 8 阶 幻 方 中 满 足 幻 方 常数 的 V 形 图 案 


富兰克林 对 他 的 8 阶 幻 方 曾经 上 且 肾 而 神秘 地 宣称 ， 其 中 包含 着 “5 
个 神奇 的 特点 ” (five other curious properties ) ， 但 是 没有 明确 地 说 出 这 5 
个 特点 ， A 目标 。 我 们 前 面 对 它 做 了 比较 细致 的 分 析 ， 
但 也 未 必 穷 斥 了 富兰克林 埋藏 在 其 中 的 3 个 奥妙 ， 有 兴趣 的 读者 不 妨 继 
Жо 

富兰克林 还 构成 了 与 上 述 8 МА ЛЯ ЖЕНЫ 16 阶 幻 方 ， 见 图 
1-37。 它 也 不 是 完全 幻 方 ， 因 为 2 条 主 对 角 线 上 16 数 之 和 不 等 于 约 方 
ЖШ 2056， 而 分 别 是 2064 (Z 8) 和 2048 ( 少 8)。 但 这 一 “牺牲 ” 同 
样 带 来 了 它 的 许多 对 称 特性 : 任意 半 行 半 列 8 数 之 和 均 为 幻 方 常 数 之 
= 
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半 ， 在 约 方 任 意 位 置 上 任 取 4 x4 方 阵 其 16 数 之 和 等 于 2056, 4 条 V 形 
曲 对 角 线 及 与 之 平行 的 V ЖЖ Е 16 数 之 和 均等 于 2056…… 如 果 我 们 
把 约 方 中 的 数 从 1 到 256 用 直线 连 起 来 ,我 们 可 以 惊奇 地 发 现 它 形 成 2 
个 完全 对 称 的 图 案 ， 如 图 1-38。 如 果 换 一 种 方式 ， 单单 把 奇数 (МІ 到 
255) 或 偶数 (从 2 到 256) 连 起 来 ， 它 们 也 是 很 有 规则 的 图 案 ， 访 者 
可 以 自己 做 一 下 。 
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1-38 把 富兰克林 16 阶 幻 方 中 的 数 顺 序 相连 所 形成 的 奇特 图 案 


2 ЕЖЕН ІЛ 


在 对 于 约 方 的 研究 中 ， 首 先 一 个 问题 当然 是 如 何 构造 纠 方 。 从 理论 
上 说 ， 约 方 可 以 通过 拉丁 方 很 容易 地 获得 。 所 谓 拉 丁 方 〈Latin square) 
是 在 由 个 记号 构成 的 集合 4= |a，o，…，a} 中 ， 每 个 记号 各 取 
п ||, Жа 个， 排列 成 4 行 n 列 的 方 阵 ,使 各 行 各 列 上 4 的 每 个 记号 各 
出 现 一 次 ， 称 为 n ИТЛ. ЖЕНА 中 的 记号 取 n 进 制 数 中 的 个 
数 ， 那 么 由 此 构成 的 阶 拉丁 方 就 可 以 很 容易 地 转换 成 4 15727. ВИ, 
对 4 阶 的 情况 ， 先 用 四 进 制 中 的 0、1、2、3 这 4 个 数 构成 如 图 2-1(a) 的 
拉丁 方 ， 把 其 中 的 每 个 数 变 成 相应 的 十 进 制 数 再 加 1， 就 变 成 图 2-1(b) 
所 示 的 4 阶 纠 方 了 。 有 许多 复杂 的 高 阶 纪 方 就 是 通过 拉丁 方 构成 的 。 
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图 2-1 由 x 阶 拉 丁 方 生成 n 阶 幻 方 


值得 局 兴 的 是 ， 除了 通过 拉丁 方 构成 纪 方 以 外 ， 在 纪 方 构造 法 的 研究 
方面 ,已 经 取得 了 很 大 进展 ， 有 很 大 成 绩 。 人 至 今 为 止 , 已 经 发 现 了 许多 巧 
妙 不 同 的 约 方 构造 方法 。 本 音 将 介绍 一 些 著 名 而 常用 的 约 方 构造 法 。 先 介 
绍 适用 于 构造 奇数 阶 弥 方 的 方法 。 


А [= 连续 摆 数 法 (EÁ) 


连续 摆 数 法 (continuous numbering method) 是 比较 古老 的 一 个 方 
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法 ,是 谁 发 现 的 已 无 从 考证 ,但 可 以 肯定 是 亚洲 人 的 功劳 ， 因 为 欧洲 人 
知道 这 个 方法 是 1687 年 由 法 国 驻 泰国 大 使 洛 贝 利 (de La Loubere) 从 
泰国 带 回 法 国 从 而 传播 开 来 的 ， 这 是 有 案 可 查 ， 不 容 置 疑 的 。 因 此 这 个 
方法 在 西方 又 被 叫做 “ 进 风 法 ” (Siamese method)。 

连续 摆 数 法 适用 于 奇数 阶 幻 方 的 构造 。 其 法 则 如 下 : 

把 1 放 在 中 间 一 列 最 上 边 的 方 格 中 ， 从 它 开始 ， 按 对 角 线 方向 ( 比 
如 说 按 从 左下 到 右上 的 方 品 ) 顺 次 把 由 小 到 大 的 各 数 放 人 各 方 格 中 ， 如 
果 碰 到 顶 ， 则 折 向 底 ; 如 果 到 达 右 侧 ， 则 转向 左 侧 ， 如 果 进 行 中 轮 到 的 
方 格 中 已 有 数 或 到 达 右 上 角 ， 则 退 至 前 一 格 的 下 方 。 

按照 这 个 法 则 建立 5 阶 幻 方 的 示例 如 图 2-2。 
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图 2-2 用 连续 摆 数 法 构造 5 阶 幻 方 示例 


15 


这 个 方法 可 以 推广 到 一 般 情 况 ， 即 起 始 数 1 不 一 定 非 摆 在 第 一 行 中 
间 ， 下 一 个 数 也 不 一 定 非 控 在 上 一 个 数 的 右上 方 格 ， 而 摆 在 比如 上 一 个 
数 的 左下 方 格 ， 凤 使 图 2-2 中 箭头 的 方向 相反， 或 者 一 次 路 过 2 行 或 2 
列 等 等 。 为 此 我 们 定义 一 个 “普通 向 量 ”(ordinary vector) (х, y), 3% 
ЕЛЕ ЕР (normal move) 情况 下 的 偏 置 量 。 定 义 一 个 “中 断 向 量 ” 
(break vector) (u,v) 表示 发 生 冲 突 时 的 偏 置 量 ， 即 异常 走 步 (break 
тоуе) 。 在 .上 述 标 准 摆 数 法 中 ， 普 通 向 量 是 (1, -1)， 中 断 向 量 是 (0, 
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1 ) ， 表 示 右 上 方 方 格 和 直接 下 方 方 格 。 为 了 使 推广 的 连续 摆 数 法 能 生成 
约 方 ， 显 然 必须 使 每 一 个 异常 走 步 能 在 空格 中 完成 。 但 这 一 条 件 有 时 无 
法 满足 ， 因 此 这 一 方法 的 推广 是 受到 限制 的 而 不 是 任意 的 。 为 了 考察 娜 
些 奇数 阶 幻 方 可 以 用 怎样 推广 的 连续 摆 数 法 实现 ， 只 要 考察 下 面 这 一 组 
“和 差 值 ”的 绝对 值 就 可 以 了 ， 它 们 依次 是 lz+o,1(z -xz) + (о-у), 
Іш -01, (шх) – (о-у) (іи +у-х 01). 17 НАНА 
菲 利 浦 : 德 . 拉 伊 尔 (Phillipe де Іа Hire, 1640 ~ 1718 年 ， 我 们 后 面 还 
将 看 到 他 发 明 的 另 一 个 幻 方 构造 法 ) 详细 地 研究 了 连续 摆 数 法 的 推广 问 
题 ， 并 且 发 现 ， 如 果 这 一 组 “和 差 值 ”的 绝对 值 (下 面 我 们 用 Sumdiffs 
标记 这 个 集合 ) 相对 于 阶 数 n НЕЕ, МИАН УЕ И ХЕ 
线 幻 方 ， 即 完美 幻 方 。 表 2-1 给 出 某 些 特定 普通 向 量 、 中 断 向 量 和 Sum- 
diffs 值 所 适用 的 幻 方 。 

图 2-3 给 出 用 推广 的 连续 摆 数 法 所 构成 的 2 个 奇数 阶 幻 方 。 其 中 图 
2-3 (b) 是 一 个 7 阶 约 方 ， 普 通 回 量 和 中 斯 回 量 同 标准 摆 数 法 一 样 ， 但 
起 始 1 在 任意 位 置 ; 图 2-3 (а) 是 一 个 5 阶 幻 方 ， 其 普通 向 量 为 (2,， 
1) ， 中 断 向 量 为 (1, -1) ，Sumdiffs Ж (0, 1, 2, 3) 其 中 的 数 对 5 都 是 
素数 ， 因 此 构成 一 个 泛 对 角 线 幻 方 。 


表 2-1 连续 摆 数 法 的 推广 


普通 向 量 中 断 向 量 Sumdiffs 适用 幻 方 是 否 完美 幻 方 
(1, -1) (0, 1) (1, 3) 2+1 Ж 
(1，-1) (0, 2) (0, 2) бЕ +1 Ж 
(2,1) БШО а) бізі Ж 
(2,1) (1, -1) (0,1,2,3) 6k+1 是 
(2, 1) (1, 0) (0, 1, 2) 2k+1 Ж 
(2,1) (1, 2) (0, 1, 2, 3) бЕ+1 Ж 
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ШЕШЕГІ 
ПЕНЕН 
әз ішо 
ЕНЕТІН 
ЕЕЕЛІШІ 
(а) 
图 2-3 用 推广 的 连续 摆 数 法 形成 的 幻 方 


2 阶梯 法 (楼 梯 法 ) 


阶梯 法 (terraces method ) 也 叫 楼 梯 法 (staircase method) ， 是 法 国 数学 
家 巴赫 特 ( Bachet de Мелігіас) 创造 的 。 这 个 方法 把 nn 阶 方 阵 从 四 周 回 
外 扩展 成 阶梯 状 ， 然 后 把 1 ~ 个 自然 数 顺 阶梯 方向 先 码 放 好 ， 再 把 方 
阵 以 外 部 分 平移 到 方 阵 以 内 其 对 边 部 分 中 去 ， 即 构成 幻 方 。 这 个 方法 十 
分 简单 而 巧妙 ， 适 用 于 所 有 奇数 阶 幻 方 。 图 2-4 和 图 2-5 表示 了 如 何 用 
阶梯 法 构成 5 阶 幻 方 。 图 2-4 中 顶 边 以 上 的 4、5、10 三 个 数 在 网 2-5 中 
被 移 人 底 边 上 方 相应 的 3 个 原先 为 空 的 方 格 中 ， 其 余 3 侧 照 此 处 理 。 


图 2-4 带 5 个 台阶 的 方 阵 图 2-5 把 方 阵 外 的 数 移 至 


对 边 空 格 构成 幻 方 
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当代 数学 家 康 韦 (J.H. Conway) 发 明了 一 种 将 奇数 集中 在 方 阵 中 
央 ， 而 将 偶数 分 布 在 四 角 的 方法 来 构成 奇数 阶 幻 方 ， 他 称 之 为 “ 莹 形 
法 ”(lozenge method), 。 如 图 2-6 ， 首 先 将 奇数 沿 蔡 形 的 各 平行 边 顺 序 排 
列 好 ， 然 后 将 偶数 党 这 些 边 的 延长 线 的 方向 顺序 填 入 空格 ， 回 到 这 条 边 
的 起 点 时 (设想 把 平面 的 方 阵 卷 成 圆柱 )， 转 移 到 下 一 条 边 ， 如 此 循环 
往返 ， 就 可 构成 幻 方 。 图 2-6 中 ,奇数 1，3，5 这 条 边 上 填 和 人 2、4, 而 
7、9 这 条 边 上 则 填 人 了 6、8、10， 如 此 等 等 。 


2-6 1234452] 


意大利 人 瓦 卡 (Vacca) 独立 地 发 明了 一 种 与 康 韦 的 麦 形 法 十 分 相 

似 的 构造 奇数 阶 约 方 的 方法 ， 也 是 将 奇数 集中 置 于 方 阵 的 中 央 ， 但 偶数 
的 安置 法 与 葵 形 法 不 同 。 瓦 卡 的 方法 是 : 对 于 四 角 中 的 方 格 ， 取 与 该 方 
格 相对 的 两 个 远 病 邯 形 内 部 方 格 中 的 奇数 相 加 除 以 2， 填 人 该 方 格 中 。 
以 左上 角 3 个 方 格 为 例 ， 其 中 与 第 一 行 第 二 个 方 格 相对 的 葵 形 内 部 2 个 
方 格 中 的 数 是 23 与 25， 因 此 填 和 人 24。 第 一 行 第 一 个 空格 相对 的 萎 形 内 
部 两 个 方 格 中 的 数 是 17 和 19 ЧН А 18。 第 二 行 第 一 个 方 格 相 对 的 
2 个 方 格 是 21 #123, НИЛ 22。 余 类 推 。 其 结果 与 欢 形 法 完全 一 致 ， 
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可 谓 殊 途 同 归 。 图 2-7 是 用 萎 形 法 或 瓦 卡 的 办 法 构造 的 9 ОУ, ЖЖ 
中 奇数 的 摆 放 方向 与 上 述 不 同 ， 这 显然 是 无 关 紧要 的 。 这 个 幻 方 中 数 的 
分 布 极 有 规律 : 尾数 为 1 的 集中 在 中 间 第 5 列 ， 从 上 到 下 以 递增 顺序 排 
列 ;尾数 为 奇数 3、5、7、9 的 以 同样 顺序 排列 在 第 6、7、8、9 ЯЗ 
形 内 部 ， 排 满 后 分 别 转 到 第 1、2、3 、4 列 继续 排 。 尾 数 为 0 和 2 的 集 
中 在 第 9 列 和 第 1 列 ， 也 是 从 上 到 下 先 排 在 姜 形 下 部 ， 排 满 后 转 到 萎 形 
上 部 ; 尾数 为 4、6、8 的 偶数 以 同样 规律 排 在 第 2、3 、4 列 ， 排 满 后 转 


到 第 6、7、8 列 。 
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82-7 用 菱形 法 构成 的 9 阶 幻 方 


面 介 绍 偶数 阶 约 方 的 一 些 构造 方法 。 但 偶数 有 双 偶 数 和 单 偶 数 之 
27% s кін 2m 形式 的 偶数 ， 即 4 的 倍数 ， 而 单 偶数 是 指 
п=2(2т+1) 形式 的 偶数 ， 即 是 2 的 倍数 但 不 是 4 的 倍数 。 我 们 先 介 
绍 几 个 构造 双 偶 数 阶 约 方 的 方法 。 


| 对 称 法 


对 于 双 侦 数 阶 幻 方 ， 即 n=2: 27m 形 去 的 幻 方 ， 有 一 个 相当 巧妙 而 
简便 的 构造 方法 ， 叫 对 称 法 (symmetrical method), 。 我 们 以 8 阶 为 例 说 
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明 对 称 法 ， 见 图 2-8。 因 为 是 双 偶 数 阶 ， 我 们 可 以 先 把 它 分 为 上 、 下 、 
左 、 右 4 个 小 方 阵 ， 这 里 是 4 个 4 x4 的 方 阵 。 首 先 在 左上 和 角 方 阵 中 布 
д: 每 行 每 列 任 取 一 半 〈 这 里 是 两 个 ) ХЖЯТЕ “О” 5; 然后 将 其 


向 其 余 3 个 方 阵 映 象 ， 使 每 个 小 方 阵 中 都 各 有 一 半 方 格 被 “O 〇 ”所 占 
据 ， 如 图 2-8 (а). 
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图 2-8 用 对 称 法 构造 双 偶 数 阶 幻 方 


现在 从 左上 角 方 格 开 始 ， 按 从 左 到 右 、 从 上 到 下 的 次 序 将 1 ~64 的 
值 往 方 阵 中 填写 , 但 过 到 布 了 “OO” 点 的 方 格 ， 填 写 被 封锁 ， 即 不 填 ， 
跳 过 。 这 样 ， 只 有 未 布点 的 一 半 方 格 被 十 了 数 。 这 个 过 程 结束 以 后 ， 从 
右 下 角 开 始 ， 用 同 刚 才 相 反 的 方向 再 一 次 往 方 阵 中 填 数 ， 这 次 是 填 布 了 
点 的 方 格 , 已 有 数 的 方 格 被 封锁 不 填 。 由 于 布点 方法 的 对 称 性 ， 第 二 遍 
填 数 正好 用 上 第 一 遍 填 数 中 被 跳 过 的 数 ， 使 整个 方 阵 填 人 的 正 是 1 ~ 
64， 而 且 形 成 一 个 幻 方 ! 
显然 ， 改变 一 下 开始 时 布 的 点 ， 即 可 获得 另 一 个 不 同 的 
К] Ло | 


) ) 对 角 线 法 


构造 双 偶 数 阶 幻 方 还 有 一 种 有 趣 而 简单 的 方法 叫 对 角 线 法 〈diago- 
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па! method) 。 这 种 方法 首先 按 从 左 到 右 、 从 上 到 下 的 次 序 把 1 ~ 产 填 人 
п 阶 方 阵 中 ， 然 后 按 一 定 规则 交换 对 角 线 上 的 元 素 ， 即 可 形成 幻 方 。 例 
如 ， 对 于 4 阶 的 情况 ， 只 要 把 两 条 主 对 角 线 上 的 元 素 按 中 心 对 称 诛 则 互 
相交 换 就 行 ， 见 图 2-9。 


图 2-9 用 对 角 线 法 构成 4 阶 幻 方 


对 于 8 阶 的 情况 ， 除 了 要 按 同 样 方 法 交换 2 条 主 对 角 线 上 的 元 素 外 ， 
还 要 交换 2 条 折 对 角 线 上 的 元 素 ， 方法 是 : 先 把 处 于 同一 直线 上 的 半 条 折 对 
角 线 上 的 元 素 整个 调 个 头 ， 即 原来 是 左上 的 变 成 右 下 ， 原 来 是 右 下 的 变 成 
左上 ; 原来 是 右上 的 变 成 左下 ， 原 来 是 左下 的 变 成 右上 。 然 后 把 同一 折 对 
角 线 上 下 两 部 分 互相 交换 位 置 ， 这 就 得 到 了 8 阶 幻 方 。 如 图 2- 10 的 8 12) 
方 ， 原 先 就 是 按 从 左 到 右 、 从 上 到 下 顺 次 填 和 人 1 ~64 的 数字 方 阵 ， 然 后 按 上 
述 方法 交换 2 条 主 对 角 线 和 2 条 折 对 角 线 上 的 数字 而 形成 的 。 
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图 2-10 用 对 角 线 法 构成 8 阶 幻 方 
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对 角 线 法 还 有 以 下 一 种 更 为 简便 易 行 的 实行 方法 : 对 把 方 阵 分 成 者 
干 4 x4 的 小 方 阵 ， 在 每 个 小 方 阵 中 都 画 上 2 条 主 对 角 线 ， 然 后 按 从 上 
到 下 、 自 左 至 右 的 次 序 在 方 阵 中 填 入 1 ~n*, 但 只 填 对 角 线 不 穿越 的 方 
格 ， 凡 有 对 角 线 通过 的 方 格 则 跳 过 ， 其 次 按 自 下 而 上 、 目 右 至 左 的 相反 
方 问 重复 这 一 过 程 ， 但 这 次 只 填 对 角 线 穿越 的 方 格 ， 而 跳 过 对 角 线 不 经 
过 的 方 格 〈 这 些 方 格 中 已 经 有 数字 ) 。 这 样 形成 的 必 是 约 方 。 图 2-11 中 
给 出 了 用 这 个 方法 形成 8 阶 幻 方 的 过 程 。 显 然 ， 对 角 线 法 是 对 称 法 的 特 
Я, ШАРА ЖАРА ХАНА, ЛЕХ. 
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# 2-1 对 角 线 法 的 另 一 实现 方法 


24 比例 放大 法 


适用 于 构造 双 介 数 阶 幻 方 的 方法 还 有 中 世纪 印度 数学 家 弗 如 
(Thakkura Рһегі) 所 发 明 的 比例 放大 法 〈 这 个 名 称 是 笔者 起 的 ) 。 弗 姑 
是 印度 研究 幻 方 的 第 一 人 ， 其 有 关 著 作出 版 于 1315 年 。 

弗 茹 的 方法 是 基于 已 知 的 п 阶 幻 方 构造 出 2n 阶 幻 方 来 。 其 过 程 如 
下 。 设 已 知 4 阶 幻 方 如 图 2-12 (a), ， 则 先 画 出 一 个 8 阶 空 方 阵 ， 并 把 它 
一 分 为 四 ， 我 们 把 左上 角 、 右 上 角 、 左 正和 角 、 右 下 角 分 别 叫 做 方 阵 工 、 
Ш. №. %8-Ж, 把 1~4, 5-8, 9~12,13 ~16 这 4 组 数 按 1、2 
3、4 在 4 阶 幻 方 中 的 位 置 分 别 填 人 方 阵 T、 开 、 亚 、 0 2-12 
(b) 。 第 二 步 ， 把 按 下 去 的 17 ~20, 21-24, 25 ~ 28, 29-32 这 4 组 数 
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5,6, 7, 8 在 4 МА] "И ЯНУ ЛЕМ, Ш, П. І, 其 
顺序 恰好 和 前 一 组 相反 。 其 后 2 步 仿照 前 2 步 把 33 ~ 64 ВАЛ Е, 8 
阶 幻 方 就 构成 了 ， 如 图 2-12(c)。 

显然 ， 这 种 方法 只 适用 于 n 是 偶数 的 情况 。 


< 10 ЕХ лг ыны 
| 
42156 112146 5 тЫ 
(Ь) (с) 


图 2-12 用 比例 放大 法 依据 4 阶 幻 方 构成 8 阶 幻 方 


L 斯 特 雷 奇 法 


说 来 奇怪 ， 存 约 方 构造 法 的 研究 中 ， 奇 数 阶 幻 方 和 双 偶 数 阶 幻 方 的 
构造 法 早 就 有 了 很 多 成 果 ， 而 对 单 侦 数 阶 幻 方 ， 即 阶 数 n =2(2m +1) 形 
式 的 幻 方 ， 人 们 长 期 没 能 找到 一 个 有 效 的 构造 方法 。 直 到 20 世纪 初 ， 
ШІ 1918 年 ， 数 学 家 斯 特 雷 奇 ( Ralph Strachey) 经 过 不 懈 努 力 ， 才 发 明 
了 构造 单 偶数 阶 约 方 的 一 般 方法 。 这 个 方法 是 这 样 的 : 把 n=2(2m +1) 
阶 的 方 阵 先 均 分 成 4 个 同样 的 小 方 阵 4、B、C、D。 先 按 前 述 连续 摆 数 
法 在 4、B、C、D 中 构成 4 个 奇数 阶 幻 方 ， 其 中 4 用 数字 1 ~a ,，B 用 
数字 (а’+1)-2а’, C 用 数字 (2 +1) - За, D 用 数字 (За? +1) ~ 


4a ,而 a = 了-。 这 样 形成 的 总 方 阵 在 列 的 方向 上 已 经 满足 幻 方 条 件 ， 见 


图 2-13 〈a) ， 但 行 的 方向 和 对 角 线 是 不 满足 的 ， 需 要 进行 调整 。 怎 样 

调整 呢 ? 先 在 А 的 中 间 一 行 上 从 左 侧 的 第 二 列 起 取 т 个 方 格 , 在 其 他 

行 上 则 从 左 侧 第 一 列 起 取 т 个 方 格 ， 把 这 些 方 格 中 的 数字 同 D 中 相应 

方 格 中 的 数字 对 调 ; 然后 在 C 中 从 最 右 一 列 起 在 各 行 中 取 m -1 个 方 
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x 把 这 些 方 格 中 的 数字 同 B 中 相应 方 格 中 的 数字 对 换 。 经 过 这 样 调整 
Ал, ， 大 方 阵 就 变 成 幻 方 了 。 道 理 很 简单 : 经 过 这 样 变换 的 4、B、C、 
шубе 可 以 看 成 是 由 1 -а 组 成 的 а 阶 幻 方 ， 然 后 在 其 上 用 0、 
а’. 2а’, За’ 这 4 个 数字 ， 每 个 数字 重复 а 次 的 一 个 特殊 的 n 阶 幻 方 
迭 加 在 一 起 所 形成 的 ， 所 以 仍 为 幻 方 无 疑 。 图 2-13 (с) 形象 地 对 此 给 
予 了 说 明 。 图 2-13 (с) ША, B. С, D 4 个 小 方 阵 中 原先 都 是 放 入 1 
~9 的 3 阶 幻 方 ， 然 后 在 4 的 每 个 单元 中 加 0， 在 В 的 每 个 单元 中 加 9 
( =3°), 在 C 的 每 个 单元 中 加 18 (-2х37%), ЖО 的 每 个 单元 中 加 27 
( =3 x3”)， 再 按 斯 特 雷 奇 的 法 则 把 4 中 的 3 个 0 和 D 中 的 3 个 27 对 
调 ， 就 形成 图 2-13 (b) 的 6 阶 幻 方 了 。 图 2-14 是 用 这 个 方法 构成 10 
阶 约 方 的 示意 图 ， 其 中 需要 交换 的 数字 下 方 标 了 一 道 横 线 。 在 6 阶 情况 
下 ,4 中 有 3 个 数 要 同 D 交换 ; C、B 保持 不 变 ; 在 10 阶 情况 下 ，4 中 
有 10 个 数 要 辐 D 交换 ,，C 中 有 5 个 数 要 同 В 交换 。 
СЕЗСЕ SEE 
„5р ар 
ВОВЕ ЕГІН 
加 回回 加 四 加 
з аиан 
ls [sal 
(a) (b) 
ЕС ЛС СЕ Е 
равна 
герэ алинин 
mm: 
ТЕ СЗАО ЕНІН 
с разра 


(с) 
2-13 ”构造 单 偶 阶 幻 方 的 斯 特 雷 奇 法 


62 一 一 一 


О 2 怎样 构造 幻 方 


国 大 加 四 器 四国 四 
ООО 
ЕЕ 56 | 63 170 |47 
185 187 19121 | 3 ЕЕ 71 |28. 
s| |2|2 в а 
回 轩 轩 回回 加 四 四 四 加 
2 s s| |а оз 
д они ы 
87194196 


4 
— 1 ШІЛ! 7 
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图 2-14 10 阶 幻 方 的 构成 


由 此 可 见 ， 在 用 斯 特 雷 奇 法 时 ， 阶 数 愈 高 ， 需 要 交换 的 元 素 傅 多， 
但 规则 是 始终 不 变 的 ， 而 且 相 当 简 单 。 
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) \ LUX 法 


继 斯 特 雷 奇 之 后 ， 剑 桥 大 学 的 康 韦 (这 是 一 位 多 才 多 艺 的 数学 家 ， 
有 多 方面 的 创造 ， 笔 者 在 《ACM 图 灵 奖 一 一 计算 机 发 展 史 的 缩影 》 和 
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x x 其 x x 
43 [42 |71 |70199 |98 | 7 [6 |35 |34 
8 2-15 用 LUX 法 构成 奇偶 数 阶 幻 方 的 方法 
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《IEEE 计算 机 先驱 奖 一 一 计算 机 科学 与 技术 中 的 发 明史 》 两 本 书 中 都 曾 
提 到 过 他 ) 也 发 明了 一 种 构造 奇偶 数 阶 约 方 的 巧妙 方法 。 这 个 方法 是 这 
样 的 ， 为 了 构成 2(2m +1) 阶 的 幻 方 ， 先 构成 一 个 (2m +1) 的 方 阵 , 27 
Ет Е т +1 行 方 格 中 央 都 标 一 个 上， 接 下 去 一 行 标 V, 余下 的 m-1 行 
标 对 。 然 后 把 中 间 那 个 己 和 它 上 面 的 工交 换 一 下 。 接 下 去 把 中 央 标 有 字母 
的 方 格 都 用 十 字 线 分 成 4 个 小 方 格 ， 使 方 阵 变 成 所 需 的 202m +1) Б/Е, 
下 一 步 就 可 以 往 方 阵 中 填 数 了 。 怎 么 填 呢 ? 规则 有 З: (D 填 数 从 1 顺序 开 
始 ,每 4 个 数 为 一 组 填 人 中 央 标 有 字母 的 一 个 单元 即 4 个 小 方 格 中 ; Е 
4 个 小 方 格 中 填写 数字 的 次 序 视 方 格 中 央 标 记 的 字母 而 不 同 ， 如 图 2- 15 
左 侧 所 示 ， 这 也 是 把 这 个 方法 叫做 “LUX” 法 的 原因 所 在 ; (3 填写 大 方 
格 的 顺序 则 用 构造 单数 阶 2m +1 阶 幻 方 的 连续 摆 数 法 确定 ， 如 在 图 2-15 
的 例子 中 ， 下 构造 的 是 10 阶 约 方 ， 则 用 构 迄 5 阶 约 方 的 连续 摆 数 法 即 图 
2-2 的 顺序 ， 从 顶 行 中 央 单 元 开始 填 数 1 ~4， 接 下 去 的 5 ~8 转 至 底 行 右 2 
单元 ， 如 此 等 等 。LUX 是 光学 中 的 照明 单位 ， 也 是 国际 上 一 种 著名 化 妆 
品 的 品牌 (我 国 叫做 “力士 牌 ”) ， 因 此 LUX 法 给 人 以 深刻 印象 。 


) ) 拉 伊 尔 法 ( 基 方 、 根 万 合成 法 ) 


拉 伊 尔 (Phillipe de la Hire) 是 17 世纪 的 法 国 数学 家 ， 前 面 我 们 介 
绍 过 他 对 连续 摆 数 法 的 推广 ， 用 于 构造 奇数 阶 幻 方 。 这 里 介绍 他 发 明 的 
基 方 、 根 方 合成 法 更 可 用 于 构造 任意 阶 幻 方 ， 只 是 根据 阶 的 情况 ， 基 方 
和 根 方 的 构造 法 有 所 不 同 而 已 。 我 们 先 介绍 用 拉 伊 尔 法 构造 奇数 阶 约 方 
的 法 则 。 为 了 构造 奇数 nn 阶 幻 方 ， 先 在 n 阶 的 基 方 (primary square) 中 
顺 着 第 一 主 对 角 线 放 和 人 1 ~n, 这 些 数 叫 基数 ( primary number) 。 顺 着 第 


二 主 对 角 线 全 部 放 数 [7 ] + 1。 [5] 表示 被 2 除 以 后 取 其 整数 部 


分 ， 所 以 实际 上 第 二 主 对 角 线 各 方 格 中 放 的 是 基数 1 ~n 的 中 数 。 基 方 
中 的 其 他 所 有 方 格 也 都 放 基 数 。 怎 么 放 法 呢 ?” 要 使 各 个 次 对 角 线 ( 即 折 
64 一 二 一 
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对 角 线 ) 上 也 分 别 是 顺序 的 1 ~n。 由 于 第 二 主 对 角 线 上 已 全 部 放 上 
[>] +1， 这 样 ， 其 余 方 格 哪个 放 哪 个 数 自然 也 就 确定 了 。 

在 n 阶 的 根 方 (root square) 中 ， 沿 着 第 二 主 对 角 线 的 方向 顺 次 放 
ЛО, n，2n，3n，4n，…， 这 些 数 叫 根 数 (root number ) ， 其 一 般 表达 
式 为 n(p -1)， 其 中 p 为 基数 ， 即 从 1 到 n。 沿 着 第 一 主 对 角 线 ， 所 有 
方 格 中 均 放 入 n。 [5], 1-1 意义 同上 。 根 方 的 其 他 所 有 方 格 也 都 放 


根 数 ， 放 法 与 基 方 类 似 ， 也 是 使 各 折 对 角 线 都 形成 0,，n，2n，3n，-… 
的 序列 。 
由 基 方 和 根 方 的 构造 法 可 以 看 出 ， 在 基 方 中 ， 每 行 每 列 及 一 条 主 对 


角 线 上 的 数字 恰好 都 是 基数 1，2，3，…，n， 其 和 为 了 n(n +1)。 另 一 


条 主 对 角 线 上 均 为 基数 的 中 数 ， 共 n 个 ， 所 以 其 和 也 是 了 n(n+1)。 在 
根 方 中 ， 每 行 每 列 及 1 条 主 对 角 线 上 的 数字 均 为 根 数 0，n, 2n， 
За, =, (n-1)n, ЖЖ (mn -1) , 另 一 条 主 对 角 线 上 全 是 这 个 等 


差 级 数 的 中 项 ， 共 n 个 ， 所 以 其 和 也 是 了 n*(n -1) 。 这 样 ， 把 基 方 和 根 


方 中 对 应 方 格 中 的 数 相 加 ， 填 入 一 个 空 的 n ИВЕ, 各行 各 列 及 两 条 
主 对 角 线 上 数字 之 和 5 势必 仍 维持 相等 ， 且 
$=Fn(n+1) кот (n-1) -六 

这 个 数 恰好 等 于 约 方 常数 。 另 外 ， 由 于 基数 在 基 方 中 的 分 布 及 根 数 在 根 
方 中 的 分 布 方 法 ， 正 好 使 各 方 格 对 应 相 加 以 后 获得 的 数 履 盖 1 ~ n° ,无 一 
重复 ,无 一 遗漏， 也 就 是 说 正好 构成 一 个 n 阶 幻 方 。 | 

用 拉 伊 尔 法 构造 5 阶 幻 方 如 图 2-16. 

用 拉 伊 尔 法 构造 偶数 阶 幻 方 时 ， 基 方 中 也 全 部 填 入 基数 ， 根 方 中 也 
全 部 填 人 根 数 ， 这 是 一 样 的 ; 但 填 法 有 所 不 同 。 以 构造 6 阶 幻 方 为 例 ， 
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图 2-17 用 拉 伊 尔 法 构造 6 阶 幻 方 


如 图 2-17， 在 基 方 中 沿 2 条 主 对 角 线 方向 都 放 基 数 1，2,，3, 4, 5, 6, 
但 方向 一 是 从 上 到 下 的 ， 另 一 是 从 下 到 上 的 。 其 他 方 格 怎么 填 呢 ? 以 对 
称 的 第 1 列 和 第 6 列 为 例 ， 其 四 角 分 别 是 两 个 1 和 两 个 6 ВЕ, ， 在 每 列 空 
下 的 4 个 方 格 中 ， 分 别 填 人 3 个 6 和 1 个 1 (或 者 是 3 个 1 和 1 个 6) ， 使 这 两 
列 上 都 是 3 个 6，3 个 1， 填 法 任意 ， 唯 一 的 限制 是 这 2 列 对 应 方 格 中 的 数 
字 正 好 互补 ， 即 第 1 列 某 个 方 格 中 如 果 是 1， 则 第 六 列 对 应 方 格 中 应 该 
是 6， 反 则 反 是 。 

对 基 方 的 2、5$ 列 和 3、4 列 按 同 样 方法 处 理 ， 即 在 2、5 列 中 各 填 
入 3 个 2, 3 个 5; 在 3、4 列 中 各 填 人 3 个 3，3 个 4， 对 应 方 格 均 互 补 。 

在 根 方 的 两 条 主 对 角 线 上 都 顺 次 填 和 人 根 数 ， 而 且 方 向 都 是 从 上 到 
下 ， 根 方 的 其 他 空格 中 用 与 基 方 类 似 的 方法 填 人 根 数 ， 但 要 按 行 的 方向 
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处 理 ， 即 第 1 行 和 第 6 行 中 各 是 3 - 0, 3 个 30， 对 应 方 格 互补 。2、5 
行 , 3、4 行 类 似 。 然 后 把 基 方 和 根 方 合并 就 成 为 和 方 ， 见 图 2-17。 

由 此 可 见 ， 用 拉 伊 尔 法 构造 偶数 阶 约 方 时 ， 基 方 中 基 数 和 根 方 中 根 数 
的 布 法 虽然 和 奇数 阶 时 不 同 , H 3 J % 0 2 


n(n +1) ВОИН т? (п - 1) ,把 基 方 和 根 方 对 应 空格 中 的 数字 相 


加 起 来 时 ， 仍 然 覆盖 1 ~ 必 ， 无 一 收 漏 ， 无 一 重复 ， 从 而 形成 常数 为 了 n( 避 


+1) 847%, 

拉 伊 尔 法 的 优点 是 通用 于 任意 阶 约 方 的 构造 ， 只 要 记 住 对 奇数 阶 和 
偶数 阶 幻 方 ， 构 造 基 方 和 根 方 时 基数 和 根 数 的 布局 方法 有 所 不 同 即 可 。 
此 外 ， 在 符合 法 则 的 前 提 下 ， 适 当 调 整 基数 和 根 数 在 基 方 和 根 方 中 的 布 
局 ， 就 可 获得 一 批 约 方 。 


L llasa 


至 此 ， 我 们 对 奇数 阶 、 单 偶数 阶 、 双 偶数 阶 幻 方 都 已 介绍 了 一 些 构 
造 方法 ， 也 就 是 说 可 以 构造 任意 阶 的 幻 方 了 ,但 是 ， 对 于 构造 不 同 阶 的 
约 方 ,方法 是 不 一 样 的 ; 即使 是 用 拉 伊 尔 法 ， 对 奇 、 偶 数 阶 幻 方 的 构 
造 ， 其 基 方 和 根 方 中 基 数 和 根 数 的 分 布 也 有 不 同 的 法 则 。 有 没有 一 种 统 
一 的 方法 可 以 构造 任意 阶 的 幻 方 呢 ? 17 世纪 的 法 国 数学 家 弗 兰 尼 克 尔 
(FreEnicle) 经 过 童心 研究 ， 终 于 找到 了 这 样 一 种 方法 ， 即 镶 边 法 。 他 的 
方法 是 这 样 的 : 为 了 构成 任意 阶 的 幻 方 ， 先 构成 n -2 МИА], ЛЕ 
其 中 每 个 方 格 的 数 上 加 一 个 整数 ， 然 后 在 它 四 周 久 上 一 条 边 ， 填 人 余下 
来 的 数字 使 之 成 为 幻 方 。 这 样 ， 由 已 知 的 、 比 较 容 易 构 成 的 3 阶 幻 方 ， 
可 顺 次 构成 5 阶 、7 Br. 9 阶 …… 幻 方 ; 从 4 阶 幻 方 出 发 ， 可 以 顺 次 构 
成 6 阶 、8 阶 、10 阶 …… 约 方 。 | 

镶 边 法 需要 解决 的 关键 问题 有 两 个 。 一 个 是 对 原始 幻 方 各 方 格 中 的 
数 加 一 个 多 大 的 整数 ? 另 一 个 是 余下 的 数 如 何 分 布 到 外 层 的 方 格 中 去 ? 

67 


I 数学 
和 万 与 素数 


四 四 加 四 四 加 四 
яз этэ а ва и 
四 四 四 团 西 四 吾 
ШЕРГЕ) 
12 |20|24 29 22 30 [38 


对 第 一 个 问题 的 回答 比较 简单 。 如 果 
要 构造 的 是 п 阶 幻 方 ， 那 么 在 原始 的 n -2 
阶 幻 方 中 ， 各 方 格 的 数 都 加 整数 2(n -1)。 
例如 ， 对 于 图 2-18 所 示 的 用 灸 边 法 构造 7 
阶 幻 方 的 情况 来 说 ， 中 间 的 原始 5 阶 幻 方 中 
本 该 是 数 1 ~ 25， 现 在 都 加 2(7 -1) = 12， 
变 成 13 ~37。 这 样 ， 这 个 5 阶 幻 方 的 幻 方 党 


OR n (n° айтад ын 5 


对 于 第 二 个 问题 ， 中 间 (п-2) 阶 方 阵 中 的 数 确定 以 后 ， 周 边 方 格 
中 的 数 也 就 确定 了 。 它 们 是 1 ~2(n -1) 以 及 与 之 互补 的 m ~ (п —2n + 
3). Е n=7 的 情况 ,是 1 ~12 和 49 ~38。 这 些 数 要 按 如 下 法 则 分 配 到 
周边 的 4(n -1) 个 方 格 中 去 : 使 内 层 n -2 阶 约 方 每 行 每 列 和 两 条 主 对 角 
线 两 端 各 是 一 对 互补 的 数 ， 从 而 使 这 些 方向 上 的 数字 和 恰 为 幻 方 常数 


аа +1) ;同时 还 要 注意 ， 互 补 数 对 的 分 布 要 使 外 层 行列 上 数字 之 和 也 


等 于 幻 方 常数 。 这 一 般 可 以 通过 试探 法 经 过 少数 几 次 调整 达到 。 数 学 家 特 
ЖҮ (J. Тгауегѕ) 曾经 总 结 出 安排 外 层 数 字 的 一 些 规则 ， 但 这 些 规则 都 相 
当 繁 琐 复 条 ， 我 们 这 里 就 不 介绍 了 。 

显然 ， 用 灸 边 法 一 圈 加 一 圈 形 成 的 任意 阶 幻 方 ， 如 采 逐 层 地 剥 掉 外 
图 ， 留 下 来 的 方 阵 仍然 是 一 个 个 幻 方 ， 但 数字 不 是 从 1 开始 的 。 

应 该 指出 的 是 ， 数 学 书 上 目前 把 构造 幻 方 的 镶 边 法 归功 于 弗 兰 尼克 
尔 ， 但 笔者 认为 ， 灸 边 法 的 发 明 实 际 上 在 弗 兰 尼 殉 尔 之 前 ， 是 由 亚洲 人 
发 明 的 。 其 证 据 是 : 我 们 在 第 一 章 中 介绍 的 从 长 安安 西 王 府 遗 址 中 发 气 
出 来 的 铸铁 片上 的 6 阶 幻 方 ， 如 果 和 仔细 研究 一 下 ， 就 不 难 发 现 是 一 个 地 
地 道道 的 镶 边 幻 方 。 而 安西 王 是 13 世纪 的 历史 人 物 ， 幻 方 所 用 符号 则 
是 古 阿 拉 伯 数字 系统 ， 可 见 亚洲 人 早 在 弗 兰 尼克 尔 之 前 就 会 用 镶 边 法 构 
造 幻 方 了 。 这 一 观点 现在 也 得 到 了 西方 学 者 的 认可 ， 如 2000 年 出 版 的 
《 非 西方 数学 史 》(The History of Non- Western Mathematics, Kluwer Academ- 
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图 2-18 用 镶 边 法 构造 
7 阶 幻 方 


О 2 怎样 构造 幻 方 


іс Pub) 就 承认 ， 阿 拉 伯 人 在 10 世纪 前 后 即 已 掌握 了 灸 边 法 ( 见 该 书 第 
160 м). 


¿llama 


这 里 再 介绍 一 个 任意 阶 约 方 的 构造 方法 ， 它 是 20 世纪 90 年 代 才 开 
发 出 来 的 ， 发 明 者 是 艾 伦 ' 阿 德 勒 (Allen Adler) 。 这 个 方法 利用 两 个 
低 阶 约 方 “ 相 乘 ”产生 一 个 高 阶 约 方 。 例 如 ， 我 们 有 一 个 3 阶 幻 方 4 
和 一 个 4 阶 幻 方 B8 如 图 2-19， 那 么 就 可 以 用 以 下 办 法 把 它们 “ 相 乘 ” 
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图 2-19 通过 将 2 个 低 阶 幻 方 “ 相 乘 ”获得 一 个 高 阶 幻 方 
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获得 一 个 12 阶 的 幻 方 C = A-* B: 首 先 画 一 个 空 的 4x4 方 了 泗 ， 然 后 在 B 
中 找到 1 所 处 位 置 ， 在 这 里 是 左上 角 ， 于 是 就 在 这 个 空 的 方 阵 的 左上 角 
把 4 复制 进来 。 再 找到 2 在 B 中 的 位 置 ， 在 空 方 阵 的 这 个 位 置 把 4 的 所 
有 元 素 加 9 以 后 复制 进来 。 如 此 往 下 进行 ,一 般 而 言 ， 对 于 x 在 B 中 所 
处 位 置 ， 在 空 方 阵 该 位 置 拷贝 4 PF, А 的 各 元 素 都 要 加 9(x -1)。 这 个 
过 程 结束 以 后 ， 空 方 阵 就 成 为 一 个 12 阶 幻 方 。 显 然 ， 组 成 它 的 16 个 3 
阶 方 阵 都 是 3 阶 约 方 。 

阿 德 勒 证 明 ， 这 个 方法 可 以 循环 使 用 ， 即 利用 这 个 方法 将 2 个 低 阶 
纠 方 相 立 获得 一 个 高 阶 幻 方 以 后 ， 可 以 将 它 再 和 一 个 低 阶 幻 方 相 乘 以 获 
得 更 高 阶 的 约 方 ， 而 且 这 种 相 乘 运算 是 满足 结合 律 (associative law) 的 ， 
印 (4xB)xC=4x(BxC)。 但 这 个 方法 不 满足 交换 律 ， 即 召 x4 关 4x 
B。 然 而 如 果 4 或 B 之 一 是 “平凡 幻 方 ”1 (има magic square) ， 即 只 
包含 数 1 的 一 阶 幻 方 ， 那么 有 A x7=7x4=4。 

我 们 把 用 这 个 办 法 产生 的 约 方 C =4 x B 叫做 “合成 幻 方 ”( compos- 
Ие magic square) ПЖ C 不 是 用 这 种 办 法 产生 的 ， 那 么 叫做 “ 质 幻 方 ” 
(ргіте magic square ) 。 

这 个 办 法 也 可 用 于 一 个 已 知 纪 方 的 “ 自 乘 " 。 图 2-20 就 是 通过 将 洛 
书 3 阶 幻 方 自 乘 而 获得 的 9 阶 幻 方 。 
о [а аз 
ЕІГІЕІЗЕЕІНЗІІГІ 
各 加 生日 自白 回回 
аваза09000 
абаа 
ЕІНГІСІЕІЗІІГІГІ 
вт то |65 |а о 12 [ао |е јат 
ве вв бло [3 [5 [7 [48 9 
тт веб |в тө зз 46 [Я 
ІҢ 2-20 3 阶 幻 方 “ 自 乘 ” 获 得 9 阶 幻 方 
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L llapas 


以 上 我 们 介绍 的 形形色色 的 幻 方 构造 法 ， 都 是 用 来 构造 正规 幻 方 
的 ， 也 就 是 说 幻 方 中 的 数 是 从 1 开始 的 连续 数 。 如 有 末 不 要 求 正规 幻 方 ， 
可 以 用 非 连续 数列 ， 应 该 怎样 构造 呢 ? 这 时 ， 人 们 往往 利用 幻 方 模式 
( magic square pattern) 或 称 幻 方 模板 (magic square temple), ， 也 就 是 根 
据 幻 方 中 行 、 列 、 对 角 线 上 数字 和 相等 的 条 件 ， 为 方 阵 中 所 有 单元 列 出 
变量 式 ， 然 后 用 一 组 确定 的 值 代 蔡 这 些 变量 就 可 获得 一 个 约 方 ， 换 一 组 
值 就 可 以 获得 又 一 个 幻 方 。 人 们 已 经 为 几乎 所 有 阶 的 幻 方 都 设计 出 了 许 
多 模板 ， 它 们 也 都 十 分 精巧 。 下 面 我 们 举 一 个 4 阶 泛 对 角 线 幻 方 的 模板 
作为 示例 ， 后 面 我 们 还 将 看 到 一 些 特殊 的 模板 。 

在 图 2-21 所 示 的 4 阶 泛 对 角 线 幻 方 的 模板 中 ,X=x+y+z+4， 因 
此 实际 上 变量 只 有 5 T, Вх, у, 2, u 和 1。 它 的 巧妙 之 处 在 于 ， 第 一 


图 2-21 一 个 4 阶 泛 对 角 线 幻 方 的 模板 
行 4 个 元 素 只 和 xx，y，z, wu 有关， 第 二 行 加 进 了 :1， 第 三 行 色 没有 1， 
ІНН х, у, 2, u 和 站 有 关 ， 第 四 行 才 积 x*，y,，z，w 及 其 和 以 及 i 都 
有 关 ， 非 常 有 规律 。 仔 细 验 证 一 下 ， 各 行 、 各 列 、2 条 主 对 角 线 及 4 条 
折 对 角 线 上 4 元 素 之 和 都 等 于 于， 因此 用 任 
ЖН х, у, 2, и, tt 组合 代 入 ， 都 可 获得 一 
个 泛 对 角 线 幻 方 ， 而 且 其 幻 和 只 和 x%x，y， 


z, ИВ, ШЕЕ. | ІҢ 2-22 和 鲁 卡 斯 建立 的 3 И 
幻 方 模板 
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” АЕ 


至 于 3 阶 约 方 的 模板 ， 以 19 世纪 的 法 国 大 数学 家 鲁 卡 斯 ( Edouard 
Lucas) 所 给 出 的 一 个 最 为 精巧 ， 见 图 2-22。 确 立 一 组 w、、e 的 值 就 
可 获得 一 个 3 阶 幻 方 ， 其 幻 方 常数 为 3a。 
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人 类 在 探索 科学 奥秘 的 过 程 中 ， 有 一 种 “寻根 问 底 ” 的 倾向 。 对 
于 幻 方 ， 人 们 也 总 是 想 把 各 阶 幻 方 的 所 有 可 能 形式 全 都 找 出 来 。 这 样 ， 
首先 就 要 和 弄 清 楚 对 于 任意 7 阶 约 方 来 说 ， 它 总 共有 多 少 个 可 能 的 形式 ? 
这 就 是 数学 家 和 数学 爱好 者 在 研究 幻 方 中 力 求解 决 的 第 二 个 问题 。 本 章 
就 来 介绍 有 关 这 个 问题 的 一 些 情况 。 


)] зизов 


对 于 最 简单 的 3 阶 约 方 ， 这 个 问题 是 容易 回答 的 。 因 为 3 阶 约 方 的 

约 方 常数 是 15， 而 从 1 ~9 FH 3 个 数 使 其 和 等 于 15 只 有 以 下 8 种 可 
ВЕ, Вр 

1+5 +9 =15 

1+6 +8 = 15 

2+4 +9 =15 

2+5 +8 = 15 

2+6 +7 = 15 

3 +4 +8 = 15 

3+5 +7 = 15 

4+5 +6 = 15 
在 这 8 Қ, АІ. 3, 7, 911912 1, 8382. 4, 6. 81 
现 3 次 ， 奇数 5 ША 次。 这 样 ， 为 了 构成 3 阶 幻 方 ， 显 然 只 能 将 5 8 
于 中 间 方 格 , 将 2、4、6、8 分 置 于 四 角 , 而 1、3、5、7 只 能 放 在 靠边 
的 4 个 中 央 方 格 中 了 。 因 此 ，3 阶 幻 方 只 有 1 个 基本 形式 ， 通 过 将 方 阵 
О и <, 


的 数学 


旋转 与 反射 ， 可 得 8 种 变形 ,但 它们 其 实 都 是 同 构 的 (isomorphic)。 


) 14 阶 幻 方 的 数量 


对 于 4 阶 幻 方 ， 由 于 不 算 复 杂 ， 可 以 用 穷 举 法 来 获得 其 所 有 可 能 形 
20, Е, НЕ 1693 年 ， 弗 兰 尼克 尔 (Bemard Frenicle de Веѕѕу) 就 
已 得 出 4 阶 幻 方 总 共有 880 个 基本 形式 ， 通 过 方 阵 的 旋转 与 反射 ， 总 共 
可 有 7040 个 不 同形 式 的 结论 。 这 个 结论 是 完全 正确 的 ， 没 有 异议 的 。 
日 本 的 下 列 网 站 上 给 出 了 全 部 880 个 4 阶 幻 方 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 访问 
它 : Мір: //www. pse. che. tohoku. ас. јр/ ~ msuzuki/ MagicSquare. 4 х 4. 
total. html 。 

对 于 4 阶 约 方 的 数量 ， 杜 德 尼 (H. Е. Dudeney) Ж ГЕ 
的 分 类 和 每 类 约 方 可 能 有 的 数量 。 在 把 约 方 分 为 简单 、 半 NASIK. ХЖ 
(对 称 ) NASIK ( 泛 对 角 线 ) 四 大 类 的 基础 十， 杜 德 尼 又 进一步 根据 
互补 数字 对 的 分 布 情况 ， 把 4 阶 幻 方 细 分 为 12 类， 如 图 3-1。 杜 德 尼 给 
出 的 各 类 4 阶 幻 方 的 数量 如 下 


NASIK 双方 ( 工 型 ) 48 
关联 约 方 〈( 亚 型 ， 同 时 也 是 半 NASIK 的 ) 48 
半 NASIK. 约 方 (ПЖ) | 48 
ЕЛУ 96 
(Уж) 96 
( YI 型 ) 96 
简单 幻 方 ( VI 型 ) 208 
(МЯУ) 56 
(三 型 ) 56 
(ІХ) 56 
СХА) 56 
( X[ 型 ) 8 
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( ХП) 8 


# 3-1 四 阶 幻 方 的 12 种 子 类 型 


由 此 可 见 ，4 阶 的 基本 幻 方 有 880 个 ， 通 过 旋转 与 反射 ， 总 共 可 有 
7040 个 约 方 。 


JJ s 阶 幻 方 的 数量 


由 于 3 阶 、4 阶 幻 方 的 数量 没有 经 过 太 大 困难 就 获得 了 ， 所 以 人 们 
曾经 期 望 5 阶 幻 方 的 数量 问题 也 能 比较 容易 地 解决 。 但 事与愿违 ， 在 干 
百年 的 长 时 间 内 ,无 人 能 给 出 5 阶 幻 方 的 确切 数量 。 

当然 ， 用 某 一 种 方法 构造 5 阶 幻 方 时 ， 能 生成 多 少 种 不 同形 式 的 约 
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方 是 可 以 计算 出 来 的 。 例 如 用 拉 伊 尔 法 ， 我 们 在 前 面 介 绍 了 在 基 方 中 如 
何 布 基数 ， 在 根 方 中 如 何 布 根 数 。 其 实 ， 这 仅 是 用 拉 伊 尔 法 获得 约 方 的 


一 种 可 能 的 布 法 。 用 类 似 方法 ， 但 改变 一 下 基数 在 基 方 中 的 布局 ， 同 时 
相应 调整 根 数 在 根 方 中 的 布局 ， 只 要 使 基 方 中 各 行 各 列 及 对 角 线 上 数字 


之 和 维持 为 基 方 常数 了 n(n+1) ， 使 根 方 中 各 行 各 列 及 对 角 线 上 数字 之 


和 维持 为 根 方 常数 5 (n - 1) ， 并 使 行 、 列 上 基数 与 根 数 的 分 布 符合 所 


述 法 则 ， 则 将 基 方 和 根 方 合并 后 均 可 获得 幻 方 。 例 如 ， 图 3-2 就 是 与 
图 2-14 不 同 的 、 用 拉 伊 尔 法 构造 5 阶 幻 方 的 为 一 种 可 能 。 


3-2 ”用 拉 伊 尔 法 构造 另 一 个 5 阶 幻 方 


有 人 曾经 计算 过 ， 仪 仅 用 拉 伊 尔 法 ， 就 可 获得 57 600 种 不 同 的 5 
阶 幻 方 。 但 拉 伊 尔 法 不 是 构造 5 阶 幻 方 的 唯一 方法 。 还 有 连续 摆 数 法 、 
楼 梯 法 、 雁 形 法 等 不 同 的 方法 ， 每 一 种 方法 又 可 构造 出 许多 不 同形 式 的 
5 阶 幻 方 来 。 因 此 ，5 阶 幻 方 到 底 有 多 少 ， 在 很 长 时 间 内 众说 纷 丝 ， 但 
谁 也 说 不 出 一 个 确切 的 数目 来 。 有 人 曾经 估计 5 ІЛ АЖА 140,3 T 
万 个 以 上 , 但 许多 人 不 相信 。 

这 个 问题 最 终 是 由 计算 机 做 出 回答 的 。1973 年 ， 理 查 德 . ҮР 
Ж (Richard Schroeppel) 开发 了 一 个 程序 ， 在 PDP-10 计算 机 上 运行 了 
100 个 小 时 后 得 出 结论 ，5 阶 幻 方 的 基本 形式 有 275 305 224 个 ， 即 2 亿 
7+5 百 多 万 个 ， 比 早先 的 估计 大 一 倍 和 多 ! 

对 于 5 阶 以 上 的 幻 方 数量 ， 至 今 未 能 有 人 做 出 确切 的 回答 。 计 算 机 
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发 展 到 今天 如 此 功能 强大 ， 但 在 回答 这 一 问题 上 也 还 无 能 为 力 。 对 6 阶 
幻 方 , 皮 恩 (Рип) 和 维 茨 考 夫 斯 基 ( Wieczerkowski) 利用 蒙特 卡 洛 模 
拟 和 统计 学 方法 ， 也 只 能 获得 一 个 大 概 的 估计 数字 ， 其 数量 在 1. 7743 
x10 ~1.7766 x10 之 间 。 我 们 后 面 介绍 泛 对 角 线 幻 方 时 ， 将 介绍 英 
НУ МЕН ЖІЗИЯИЕ 20 世纪 末 解 决 了 “最 完美 幻 方 ” 如 和 何 通过 对 “可 
逆 方 ”的 变换 加 以 生成 以 及 获得 了 8 阶 、12 阶 、16 阶 、32 阶 这 类 幻 方 
的 精确 数量 ， 从 而 被 《数学 世界 》 誉 为 “标志 着 人 类 首次 完成 了 对 5 
阶 以 上 一 类 幻 方 的 彻底 清理 ”， 其 原因 就 在 这 里 ( 详 见 第 4 章 第 2 节 )。 
有 一 本 数学 书 上 给 出 了 7 阶 幻 方 的 精确 数量 363 916 800 ， 但 未 加 任何 说 
明 ， 不知 是 否 可 靠 。 
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到 这 里 为 止 ， 我 们 的 讨论 总 的 来 讲 是 针对 普通 约 方 进行 的 。 所 谓 普 
通 乡 方 或 叫 简单 约 方 (simple magic square) 就 是 满足 约 方 的 基本 条 件 ， 
即 各 行 、 各 列 、2 条 主 对 角 线 上 数字 和 相等 的 约 方 。 实 际 上 还 存在 更 加 
复杂 的 约 方 。 所 谓 “ 更 加 复杂 ”， 是 指 除 了 满足 约 方 的 上 述 基本 条 件 之 
外 ， 还 有 进一步 的 特点 ， 更 加 神奇 ， 可 称 之 为 “ 约 中 之 幻 "。 这 样 的 弥 
方 我 们 前 面 已 经 碰 到 一 些 ， 比 如 用 雄 形 法 构成 的 约 方 ， 所 有 奇数 集中 在 
方 阵 中 央 ， 所 有 偶数 分 布 在 4 НН, ХНА Г. ЖЕНЕ ЛХ 
样 的 一 些 幻 方 。 


1 | ХА 方 


ЖУКА] № (symmetrical magic square ) +9, Э 4] № (аззослануе 
magic square) ， 是 指 方 阵 中 凡是 对 中 心 处 于 对 称 位 置 的 2 个 元 素 之 和 全 
都 相等 ， 等 于 (n? +1) 的 这 样 一 种 幻 方 。 显 然 ， 要 构成 这 样 的 幻 方 就 
更 不 容易 了 。 我 们 前 面 介 绍 过 的 一 些 幻 方 就 是 对 称 幻 方 : 洛 书 的 3 М 
方 ， 杨辉 的 4 ИА (ВН, НЕ), 5 97727 (ВЕ), 7 827 (ВВ 
9), 8 ЖІ (ВН), 9 0327; 239694 阶 约 方 。 由 于 这 种 约 方 的 
特殊 构造 ， 其 对 称 性 、 义 称 性 更 加 突出 ， 这 在 前 面 我 们 介绍 这 些 幻 方 时 
已 经 仔细 分 析 过 了 ， 不 再 著述 。 

值得 注意 的 是 ， 单 偶数 阶 幻 方 ， 即 阶 n =2(2m +1) 形式 的 幻 方 ， 
如 6 阶 ，10 阶 ， 是 不 可 能 构成 对 称 幻 方 的 。 
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4 ) 泛 对 角 线 幻 方 


АРН ЖҮЛ (рап- diagonal magic square 或 diabolical magic square ) 
是 不 但 2 条 主 对 角 线 上 的 数字 和 同 各 行 、 各 列 上 的 数字 和 都 相等 ， 而 且 
在 任意 折 对 角 线 上 的 数字 和 也 都 相等 的 一 类 幻 方 。 我 们 前 面 曾经 提 到 ， 
从 西安 出 土 的 阿拉 伯 幻 方 ， 其 中 央 的 方 阵 经 复原 后 成 为 一 个 标准 4 阶 幻 
方 ， 这 个 4 阶 幻 方 就 是 一 个 泛 对 角 线 幻 方 。 在 图 1-27 1, М6 条 折 
对 角 线 , ШІ (8, 12, 9, 5), (11, 13, 6, 4), (1, 13, 16, 4), 
(14, 12, 3, 5), (10, 11,7, 6), (15, 14, 2, 3), жт 
幻 方 常数 34。 这 样 的 4 阶 泛 对 角 线 约 方 是 11 ~ 12 世纪 时 的 印度 人 卡 俱 
拉 堆 (Khajuraho〉 发 现 的 。 由 于 他 住 在 印度 的 西海 岸 距 备 买 约 150 А 
里 处 的 纳西 克 (Nasik)， 所 以 西方 又 把 这 种 幻 方 叫 做 Nasik 约 方 《但 也 
有 资料 认为 卡 俱 拉 霍 是 一 个 地 名 ) 。 

由 于 这 种 幻 方 在 主 对 角 线 和 所 有 折 对 角 线 上 的 数字 和 都 相等 ， 这 就 
造成 了 它 特有 的 一 个 性 质 ， 即 把 同样 的 这 种 约 方 在 平面 上 上 下 左右 铺展 
开 来 的 话 ， 那 么 你 可 以 随心 所 和 欲 地 在 任意 位 置 划 定 一 个 同样 大 的 方 阵 ， 
必定 也 是 一 个 泛 对 角 线 幻 方 ! 或 者 说 以 这 种 方式 ， 从 一 个 〈 比 如 说 4 
BT) 泛 对 角 线 约 方 出 发 ， 可 以 立即 派生 出 15 ЖЕН АЯ ЖАТА Ж! 
一 般 而 言 ， 对 任意 n 阶 泛 对 角 线 幻 方 ， 可 以 派生 出 的 泛 对 角 线 幻 方 数量 
是 (n -1) 个 。 但 能 形成 泛 对 角 线 幻 方 的 最 小 可 能 的 阶 是 4， 因 为 3 
阶 约 方 的 基本 形态 只 有 一 个 ， 是 不 满足 泛 对 角 线 幻 方 条 件 的 。 同 样 地 ， 
所 有 单 偶 数 阶 幻 方 也 不 可 能 是 泛 对 角 线 幻 方 。 对 于 这 个 命题 ， 普 天 克 
(С. Planck) 早 在 1919 年 就 给 出 了 证 明 。 他 的 证 明 方 法 十 分 简单 :在 任意 
偶数 阶 2m 的 方 阵 中 ， 以 2 x2 的 小 方 阵 为 单位 ， 对 4 个 不 同位 置 的 方 格 
画 上 不 同 的 花纹 ， 如 图 4-1 所 示 。 现 在 假定 在 这 个 方 阵 中 填 人 最 前 面 的 
(2т) 个 自然 数 使 之 成 为 泛 对 角 线 幻 方 ， 则 幻 方 常数 S=m (4m +1). 
再 设 所 有 通 上 前 面 线 的 方 格 中 的 数 的 和 为 4， 所 有 空白 方 格 中 的 数 的 和 为 
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B， 所 有 打上 又 的 方 格 中 的 数 的 和 为 C， 则 
将 1、3、5、… 所 有 奇数 行 中 的 数 相 加 ， 可 
得 4 +В =mS; 类 似 地 , 将 1、3、5、… 所 
有 奇数 列 中 的 数 相 加 ， 可 得 4+C=ms; 如 
果 间 隔 着 取 对 角 线 ， 将 所 有 其 中 的 数 相 加 ， 
可 得 B+C =mS。 由 此 三 式 可 得 4 =B=C = 
了 mS =2m + т. ШТА, B. C 必定 都 
是 正 整 数 ， O 因为 m 
图 4-1 单 偶数 阶 幻 方 不 可 能 | 


是 泛 对 角 线 幻 方 的 证 明 看 为 奇数 ， m 这 一 项 不 可 能 是 整数 了 。 


这 就 证 明了 单 偶 数 阶 约 方 不 可 能 是 沁 对 角 线 约 方 。 普 归 克 承认 ， 这 样 证 明 
并 不 严格 (по rigorous) ， 但 足够 令 人 满意 (quite satisfactory ) 。 

普 朗 到 的 证 明 发 表 在 芝加哥 出 版 的 一 个 刊物 《The Monist》 (一 元 
论 者 ) 上 。 也 许 是 由 于 这 个 刊物 比较 罕见 (国内 我 们 只 查 到 北京 大 学 
图 书馆 有 收藏 )， 虽 然 讨 论 幻 方 的 许多 专著 、 文 章 中 都 提 到 普 朗 克 已 经 
解决 了 这 个 问题 ， 我 国 几 代 学 者 仍 致力 于 研究 这 个 问题 ， 并 在 21 世纪 
初 用 与 普 朗 克基 本 相同 的 方法 解决 了 这 个 问题 ， 相 关 的 学 术 论 文 发 表 在 
某 著 名 高 校 的 学 报 上 。 笔 者 希望 我 们 能 从 中 吸取 教训 ， 在 科学 研究 中 充 
分 重视 信息 的 作用 ， 充 分 掌握 已 有 材料 ， 避 免 重复 做 前 人 或 外 国人 已 经 
做 过 的 工作 。 

由 于 泛 对 角 线 幻 方 具有 这 样 一 些 特异 


的 性 能 ， 人 们 又 把 它 称 为 “完美 幻 方 ” 
| 23 119] 6 |5 112 

(perfect magic square ) 。 10 
在 泛 对 角 线 幻 方 中 ， 又 有 2 类 值得 注 яя 
НОЖА] Л. ЖЕ Pt e ХА] 81411125 


Ж, ХЕХ] о ӨЛЗЕШЕН, ХА] ра ЛМ 
方 最 少 是 5 阶 ， 图 4-2 就 是 一 个 5 阶 的 又 是 线 、 对 称 幻 方 
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沁 对 角 线 的 ， 又 是 对 称 的 幻 方 。 

另 一 类 泛 对 角 线 幻 方 具有 下 列 特征 : 在 幻 方 任意 位 置 上 截取 一 个 2 
х2 的 小 方 阵 〈 包 括 路 边界 的 截取 ， 即 一 半 在 约 方 第 1 а], Я 
在 幻 方 末 行 或 列 )， 其 中 4 数 之 和 均 相 等 ， 等 于 2(m -1) 。 而 在 对 角 线 


上 ， 间距 为 个 元 素 的 2 个 元 素 之 和 也 都 相等 ， 等 于 (л? -1) ВАЛ 


对 角 线 也 如 此 。 这 样 的 泛 对 角 线 幻 方 被 称 为 “最 完美 幻 方 ” (most perfect 
magic square) 。 已 经 证 明 ， 最 完美 幻 方 的 阶 数 一 定 是 4 的 倍数 。 图 4-3 
是 一 个 12 阶 的 完美 幻 方 ， 其 幻 方 常数 为 858， 任 意 2 х2 小 方 阵 中 4 Ж 
之 和 为 286， 任 意 对 角 线 上 间距 为 6 个 元 素 的 2 个 元 素 之 和 均 为 143。 
英国 的 2 位 业余 数学 爱好 者 级 蕊 琳 * 奥 伦 肖 (К. Ollerenshaw， 这 是 一 位 
年 近 九 旬 的 老 婚 ， 长 期 从 事 大 学 管理 工作 ) ЖЖ. 勃 利 (David Вгее, 
他 是 研究 工商 管理 和 心理 学 的 ) 经 过 潜心 研究 ， 发 现 了 通过 “可 逆 方 ” 
(reversible square) 构造 最 完美 幻 方 的 方法 。 所 谓 n 阶 的 可 逆 方 是 由 0， 
1,2, ---, п’ -1 构成 的 1 个 nxn 方 了 泗 ， 如 图 4-4 (а) к, 它 有 2 
个 特性 : СОННИ Е (reverse similarity) ， 即 每 行 、 每 列 的 头 一 个 数 


图 4-3 一 个 12 阶 的 最 完美 幻 方 (8А 0 起 ) 


иии: 
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和 和 末 一 个 数 ， 第 2 个 数 和 倒数 第 2 个 数 ， 第 3 个 数 和 倒数 第 3 个 数 …… 
之 和 都 相等 ; @ 方 阵 中 任意 位 置 、 任 意 大 小 矩形 两 对 项 角 上 元 素 之 和 相 
等 ， 如 图 4-4 (а) 中 0+6=4+2, 4+11 =7 +8, ·--„ НИМ 
约 方 ， 但 奥 伦 肖 和 勃 利 证 明 ， 任 何 双 偶 数 阶 的 可 逆 方 都 可 通过 特定 程序 
变换 为 最 完美 纠 方 。 以 4 阶 为 例 ， 他 们 设计 的 程序 如 下 : 首先 把 
图 4-4 (a) 的 可 逆 方 中 的 3、4 两 列 对 调 成 如 图 4-4 (b)。 其 次 把 3、4 
两 行 对 调 成 如 图 4-4 (c) ， 画 出 方 格 线 以 后 ， 如 图 4-4 (dd) 移 动 其 中 的 
5 个 元 素 : 第 1 行 第 2 个 元 素 沿 对 角 线 方向 移动 2 个 单元 ; 第 2 行 第 一 
个 元 素 回 右 移动 2 个 单元 ; 第 2 行 第 2 个 元 素 辐 下 移动 2 个 单元 ,左下 
角 元 素 向 右 移 动 2 个 单元 ; 右 下 角 元 素 往 上 移动 2 个 单元 (后 2 个 移动 
图 上 没有 表示 出 来 )。 哪 个 方 格 中 有 新 元 素 移 进来 ， 原 有 元 素 则 反 向 移 
至 新 元 篆 原 来 所 在 方 格 。 经 过 这 样 移动 以 后 ， 可 逆 方 就 变 成 了 最 完美 约 
方 ， 如 图 4-4 (e)。 图 中 的 最 完美 幻 方 包含 数 0 ~15， 而 非 1 ~16， 这 丝 
жы AS SZ pj Е 292 JJ КИТЕР. 
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(а) 

ІН 4-4 把 4 阶 可 逆 方 变 成 最 完美 幻 方 的 过 程 
奥 伦 首 和 勃 利 这 一 人 研究 的 意义 不 但 为 如 何 构造 最 完美 纠 方 提出 了 切 
实 可 行 的 方案 ， 还 为 解决 上 阶 最 完美 约 方 的 数量 有 多 少 这 一 难题 商定 了 
基础 。 因 为 从 可 逆 方 变换 为 最 完美 纠 方 是 严格 一 一 对 应 的 ， 这 样 ， 要 知 
CO 
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jË п 阶 的 最 完美 幻 方 有 多 少 个 ， 只 要 和 弄 清 n 阶 的 可 北方 有 多 少 个 就 可 以 
了 ， 而 后 一 问题 的 解决 要 容易 和 简单 得 多 ， 因 为 : 中 可 逆 方 可 以 分 类 ， 
且 每 一 类 的 大 小 是 一 样 的 ， 即 每 一 类 包含 同样 数量 的 可 逆 方 ; 他 每 一 类 
可 逆 方 中 有 一 个 “ 主 方 ”(principal square) ， 其 他 可 逆 方 都 是 由 这 个 主 
方 通过 各 种 变换 获得 的 ; 人 已 知 每 一 类 中 本 质 上 不 同 的 〈 即 非 同 构 的 ) 
可 逆 方 的 数量 Q 精确 地 等 于 下 式 
Cs 2) J 
式 中 ,! 是 阶乘 号 。 
由 于 在 组 合 数 学 中 对 n 阶 可 逆 方 有 多 少 主 方 已 有 计算 公式 可 以 利 
НІ, Ж, ， 根 据 公 式 算 出 慰 阶 可 逆 方 的 主 方 数量 ， 再 乘 以 上 面 给 出 的 
Q， 就 可 确切 知道 阶 可 北方 的 数量 ， 从 而 也 就 知道 n 阶 最 完美 幻 方 的 
数量 。 最 终结 果 是 
4 阶 最 完美 幻 方 48 个 
8 阶 最 完美 和 ] 方 368 640 个 
12 阶 最 完美 幻 方 : 2. 22 953 x 10 "个 
16 阶 最 完美 幻 方 : 9. 322 433 x 10 “个 
32 阶 最 完美 幻 方 :6 x 10 个 
АН ЯНИЕ ЕСА ЕЛЕ ВАТ] 1998 年 出 版 的 专著 《最 完 
НУЖЕН У: 它们 的 构造 方法 及 数量 》 (Most- perfect Pandiagonal 
Magic Squares: Their Construction and Enumeration ， 由 位 于 伦敦 以 东 的 海 
港 城市 绍 条 德 的 数学 及 其 应 用 研究 所 出 版 ) 一 书 中 公布 的 ， 同 时 摘要 发 
fE 1998 年 10 月 的 《Mathematics Today》 Жл Е. НА АРВ 
质 的 《数学 世界 》 (Мога of Mathematics, Gale Group, 2001) 评论 说 : 
“他 们 的 成 果 标 志 着 人 类 首次 完成 了 对 5 阶 以 上 一 类 幻 方 的 彻底 清理 。” 
关于 泛 对 角 线 幻 方 ， 我 们 最 后 要 提 到 这 样 一 件 事 : 20 世纪 90 年 
代 ， 从 上 海 浦东 陆家嘴 的 陆 深 幕 中 出 土 了 一 个 玉 挂 ， 如 图 4-5。 它 的 正 
面 用 阿拉 伯 文 学 刻 着 “万 物 非 主 ， 唯 有 真空 ， 穆 罕 默 德 ， 为 其 使 者 ”; 
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它 的 反面 刻 着 一 些 古 阿拉 伯 数 字 ， 翻 译 出 来 就 是 同 图 1-27 一 模 一 样 的 1 
个 4 阶 沁 对 角 线 约 方 。 据 史料 记载 ， 陆 这 在 明寺 靖 〈1522 ~ 1567) 年 间 
曾 当 过 大 官 ， 据 说 是 三 国 东 吴 大 都 督 陆 逊 的 后 裔 。 


图 4-5 陆 深 莫 中 出 土 的 玉 挂 


ЖЕТІСІ 


以 上 介绍 的 对 称 幻 方 和 泛 对 角 线 幻 方 是 相对 于 简单 幻 方 而 言 的 ,也 
可 以 认为 是 幻 方 分 类 。 下 面 再 介绍 一 些 别 具 特 色 的 幻 方 。 在 8 x8 的 国 
际 象棋 棋盘 上 用 某 一 种 棋子 的 棋 步 构成 的 幻 方 就 是 其 中 之 一 。 

前 面 我 们 讨论 幻 方 的 构成 方法 时 介绍 过 推广 的 连续 摆 数 法 。 若 普 ; 
向 量 取 任 意 (+1, #2) 组 合 或 (+2，+1) 组 合 ， 且 不 发 生 异 常 走 
步 ， 那么 形成 的 幻 方 实际 上 就 是 由 马 步 构成 的 。 当 然 这 种 方法 只 适用 于 
奇数 阶 幻 方 ， 如 5 阶 幻 方 。 人 们 当然 希望 用 马 步 构 成 8 阶 即 棋盘 上 的 幻 
方 。 多 少年 来 有 许多 人 曾 致力 于 实现 这 一 梦想 ， 但 至 今 没 有 成 功 。 倒 是 
用 别 的 棋子 的 棋 步 构成 了 棋盘 幻 方 ， 例 如 ， 意 大 利 数学 家 海尔 西 
(1. Chersi) 在 1921 年 成 功 地 用 国王 king) 的 棋 步 构成 了 如 图 4-6 1947 
方 。 在 这 个 幻 方 中 ,海尔 西 巧妙 地 利用 了 国王 既 可 “横行 "， 又 可 “ 直 
走 "， 还 可 以 “ 走 斜 线 ”的 特点 ， 构 成 了 一 个 合格 的 幻 方 。 

在 只 用 马 步 无 法 构成 棋盘 幻 方 的 情况 下 ， 人 们 尝试 用 马 步 加 其 他 棋 
子 的 棋 步 共同 来 构成 幻 方 。 这 一 点 ， 一 个 不 知名 的 阿拉 伯 学 者 早 在 11 
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世纪 初 就 实现 了 。 他 用 马 步 、 皇 后 的 棋 步 和 象 的 棋 步 遍历 棋盘 方 阵 ， 构 
成 了 一 个 泛 对 角 线 的 完美 幻 方 ， 如 图 4-7。 可 以 看 出 ， 其 中 前 32 步 主要 
НЫ, 7832 步 交 蔡 使 用 马 步 和 和 老 步 ， 皇 后 的 棋 步 则 主要 用 在 方 阵 边 
ЖАК, 如 4 ~5，8 ~9， 应 该 说 ， 近 1000 年 前 的 人 能 造 出 这 样 的 幻 方 ， 
是 很 不 简单 的 。 
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图 4-6 由 国王 的 棋 步 形 成 的 幻 方 图 4-7 阿拉 伯 人 在 11 世纪 
发 明 的 混合 棋 步 幻 方 


用 马 步 虽然 尚未 构成 完整 的 约 方 ， 但 一 些 学 者 已 经 做 出 的 结果 也 是 
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图 4-8 Spriny 的 马 步 方 阵 构 成 “ 半 幻 方 ” 
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相当 引 人 注 目的 。 较 好 的 结果 一 是 斯 泼 里 尼 (J. E. ӛргіпу) 获得 的 ， 
他 用 64 个 马 步 构 成 了 一 个 半 幻 方 ， 除 对 角 线 上 数字 和 一 为 328， 一 为 
192 ， 不 符合 幻 方 常数 外 ，8 行 8 列 数字 和 均 为 260， 符 合 幻 方 要 求 ， 见 
图 4-8。 值 得 注意 的 是 : 斯 泼 里 尼 的 这 个 半 幻 方 ，64 个 马 步 还 构成 一 
个 哈密 顿 回 路 ， 即 马 从 64 可 跳 回 起 点 1; @ 它 的 两 条 对 角 线 上 数字 之 
和 的 一 半 也 是 260; (ЭЕ 1 ~ 64 分 为 1 ~ 32 和 33 ~64 两 半 ， 则 前 32 
数 与 后 32 数 在 方 阵 中 的 位 置 正好 是 中 心 对 称 的 (如 1 与 33 对 称 ，2 与 
34 对 称 ，…) ; 也 每 连续 4 ЖНЖ, "ЖИР, РАНЕ 
形 ， 极 有 规律 。 如 1 ~4 和 5 ~8 在 第 三 象限 中 分 别 形成 萎 形 与 正方 形 ， 
9 - 12 和 61 ~64 在 第 二 象限 中 形成 正方 形 和 萎 形 ， 如 此 等 等 。 

另 一 个 较 好 的 结果 是 杜 德 尼 获得 的 ， 见 图 4-9， 这 也 是 一 个 马 步 形 
成 的 哈密 顿 回路 ， 每 行 、 每 列 数字 之 和 为 260, 但 2 条 对 角 线 上 数字 之 
和 一 为 264 ， 一 为 236， 同 约 方 常数 相差 仅 4。 杜 德 尼 认 为 他 的 结果 是 最 


通 近 于 约 方 的 马 步 方 阵 。 
Те 
ЛЕЗЕТ 


图 4-9” 杜 德 尼 的 马 步 “ 半 幻 方 ” 
由 于 连续 的 64 个 马 步 无 法 构成 幻 方 ， 人 们 就 退 而 求 其 次 。1905 
年 ， 法 国 数学 家 赖 利 ( A. ВШу) 构成 了 如 图 4-10 的 一 个 马 步 方 阵 ， 在 
这 个 马 步 方 阵 中 ， 马 从 1 起 走 了 32 步 以 后 ， 需 另 砚 起 点 再 走 32 zF, 1Е 


86 


(6, 4 “212 47” 
好 构成 一 个 约 方 。 


图 4-10 2 次 起 步 构成 幻 方 的 马 步 方 阵 


18 世纪 的 法 国 大 数学 家 欧 拉 也 曾 致力 于 马 步 棋盘 幻 方 的 开发 。 他 
获得 的 最 好 结果 也 是 个 半 幻 方 ， 如 图 4-11。 除 了 对 角 线 不 符合 幻 方 常数 
外 ， 每 行 、 每 列 8 数 之 和 都 是 260。 值 得 注意 的 是 ， 它 的 4 个 4x4 小 方 
阵 也 都 是 半 幻 方 ， 每 行 、 每 列 4 数 之 和 都 是 130, 

真正 棋盘 大 小 的 8 阶 马 步 幻 方 虽 然 无 法 构成 ,但 在 “超大 型 ” 棋 
盘 上 倒是 构成 了 。 图 4-12 就 是 用 马 步 构成 的 16 x 16 阶 幻 方 。 它 不 但 是 
一 个 货真价实 的 幻 方 ， 妈 每 行 、 每 列 、 对 角 线 上 16 数 之 和 都 是 2056 
而 且 还 是 一 个 哈密 顿 回 路 ， 即 马 从 1 出 发 ,遍历 整个 方 阵 以 后 ， 从 第 
256 个 方 格 即 最 后 一 个 方 格 ， 还 能 跳 回 第 一 个 方 格 。 此 外 ， 这 个 16 x 16 
的 方 阵 明显 可 分 为 4 个 8 x8 的 子 方 阵 ， 马 的 跳 步 基本 上 在 这 几 个子 方 
阵 中 进行 ， 每 跳 16 或 32 步 才 转 移 到 另 一 个 子 方 阵 中 再 跳 ， 所 以 把 跳 步 
顺序 连接 起 来 的 图 案 对 水 平和 垂直 两 条 中 轴线 都 呈现 出 极 大 的 对 称 性 ， 
这 从 图 4-12 可 以 明显 地 看 出 来 。 


好 玩 的 数学 
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4-12 16 阶 马 步 完全 幻 方 
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〇 4“ 幻 中 之 幻 ” 


Шаға» 


所 请 亲子 幻 方 (parent- child magic square) 是 一 种 般 套 幻 方 ， 即 一 
个 阶 数 较 大 的 幻 方 里 面包 含 着 阶 数 较 小 的 幻 方 。 显 然 ， 我们 前 面 讨论 过 
的 镶 边 幻 方 也 可 以 看 成 是 亲子 幻 方 。 但 镶 边 幻 方 是 从 幻 方 构造 方法 的 角 
度 出 发 的 ， 而 亲子 幻 方 是 作为 幻 方 中 的 一 种 特殊 现象 出 发 的 。 日 本 学 者 
寺村 (Shiatar6 Teramura, 1902 ~ 1980) 在 亲子 幻 方 的 研究 方面 最 有 成 果 ， 
他 24 岁 时 就 构造 出 了 605 个 亲子 幻 方 ， 都 各 具 特 色 。 下 面 介 绍 其 中 的 两 
个 ， 见 图 4-13。 两 个 都 是 8 阶 幻 方 ， 幻 方 常 数 为 260。(a) 的 中 央 包 含 一 
个 4 阶 子 约 方 ; (b) 则 在 上 半截 的 中 央 包 含 一 个 4 阶 子 幻 方 ， 值 得 注意 
的 是 ， 两 个 双亲 幻 方 和 子女 幻 方 都 是 泛 对 角 线 幻 方 ， 子 女 幻 方 的 幻 方 常数 
都 是 双亲 幻 方 常数 的 一 半 ， 即 130。 
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(b) 
ІҢ 4-13 日 本 学 者 开发 的 2 个 亲子 幻 方 


1 ) 奇偶 数 分 抽 的 对 称 镶 边 幻 方 


我 们 前 面 曾 介 绍 意大利 人 已 卡 和 美国 人 康 韦 发 明 的 一 种 将 奇数 全 部 集 

中 在 方 阵 中 央 而 让 偶数 分 布 在 四 角 的 约 方 构成 法 一 一 菱形 法 。 实 际 上 ，10 

世纪 的 阿拉 伯 数 学 家 Alib AhmadAl-Antaki (? ~987) 就 已 经 发 明 过 类 似 的 1 

阶 幻 方 ， 见 图 4-14。 这 个 幻 方 不 但 把 全 部 奇数 集中 在 方 阵 中 央 ， 让 全 部 仿 
89 


数学 
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数 分 布 在 四 角 ， 还 有 另外 两 个 令 人 称奇 的 特点 :(D 它 还 是 一 个 非常 对 称 的 
幻 方 。 这 个 幻 方 以 1~121 的 中 数 61 居于 方 阵 中 央 方 格 ， 其 余 60 对 和 为 122 
的 2 个 数 都 分 布 在 要 么 与 中 央 方 格 相 对 称 的 位 置 上 ， 要 么 以 中 间 一 行 或 中 间 
НХ Е. ОХТА, НЕА 
为 183 的 3 阶 幻 方 ， 然 后 以 122 的 增 量 向 外 扩充 为 幻 方 常数 为 305. 427, 
549 和 671 的 5 阶 、7 阶 、9 阶 、11 阶 幻 方 ， 其 构思 十 分 精巧 。 
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4-14 ”阿拉 伯 人 10 世纪 发 了 明 的 奇偶 镶 边 幻 方 
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| Í T 形 幻 万 


我 们 还 要 介绍 一 个 奇特 幻 方 ， 关 于 这 个 幻 方 有 一 个 故事 ， 是 和 我 们 
中 国人 有 关 的 。 据 杜 德 尼 在 他 的 Amusements іп Mathematics 中 说 ， 有 一 个 
西方 绅士 叫 Beauchamp Cholmondely Marjoribanks (下 面 我 们 简称 M 先 
生 ) ， 对 幻 方 很 感 兴趣 ， 自 以 为 在 这 方面 很 有 知识 并 引 以 为 目 紧 。 一 次 他 
到 远东 地 区 来 旅游 ， 在 中 国 ， 他 遇 到 几 个 中 国人 ， 稚 压 其 谈 地 向 他 们 介 
绍 5 阶 幻 方 的 构造 方法 ， 目 以 为 他 的 高 次 知识 会 让 这 些 中 国人 佩服 。 不 
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料 ， 中 国人 静 静 地 听 完 以 后 却说 : “这 太 容 易 了 ， 和 先生， 你 能 不 能 构造 
出 这 样 一 个 5 阶 幻 方 ， 在 项 部 9 个 有 阴影 、 形 成 工 字 形 的 方 格 中 只 许 放 
1,3,5,7,11, 13, 17. 19, 23 X9 个 奇 素数 ?”( 图 4-15)M 先生 一 
听 傻 了 眼 ， 琢 磨 了 半天 也 构造 不 出 这 样 一 个 奇特 的 幻 方 来 。 从 此 他 知道 
目 己 的 知识 其 实 很 和 有 和 限 ， 也 知道 再 也 不 能 小 看 中 国人 人 了。 亲爱 的 读者 ， 
请 你 帮 М 先生 解决 这 个 难题 吧 ! (答案 见 书 末 )。 
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ІҢ 4-5 西方 绅士 在 中 国 遇 到 的 幻 方 难题 


5 韭 正规 幻 方 


以 上 我 们 讨论 的 基本 上 都 是 正规 幻 方 ， 也 就 是 在 n xz 的 方 阵 中 放 
1 ~ 个 连续 的 自然 数 ， 各 行 、 各 列 、2 条 对 角 线 上 的 数字 相 加 ， 其 和 
相等 。 当 然 ， 自 然 数 是 可 以 不 从 1 开始 的 ， 因 为 很 显然 ， 由 1 开始 的 连 
续 数 所 组 成 的 幻 方 ， 如 果 对 其 中 的 每 个 数 都 加 一 个 相同 的 整数 ， 仍 为 幻 
方 。 如 果 幻 方 中 的 数 不 是 连续 的 自然 数 ， 或 者 并 非 每 行 每 列 及 对 角 线 上 
数字 之 和 相等 ， 而 是 之 差 、 之 积 、 之 商 相 等 ， 那 么 ， 这 样 的 幻 方 叫 非 正 
规 幻 方 。 我 们 前 面 已 经 见 过 这 样 的 幻 方 了 ， 例 如 图 4-14 所 给 出 的 阿拉 
伯 人 所 发 明 的 11 阶 幻 方 ， 其 本 身 虽然 是 正规 幻 方 ， 但 其 内 层 的 3 阶 、5 
阶 、7 阶 、9 阶 幻 方 就 都 不 是 正规 幻 方 。 本 节 我 们 就 来 介绍 一 些 与 非 正 
规 幻 方 有 关 的 一 些 问题 。 


ижа» 


前 面 已 经 证 明 ， 单 偶 阶 的 正规 幻 方 不 可 能 构成 泛 对 角 线 幻 方 或 对 称 
幻 方 。 如 果 要 求生 成 单 偶 阶 的 泛 对 角 线 幻 方 或 对 称 幻 方 ， 那 就 只 能 用 非 
连续 数 了 。 普 朗 克 (С. Planck) 在 1919 年 提出 了 一 种 用 最 接近 于 连续 
数 的 非 连 续 数 构成 单 偶 的 n 阶 对 称 幻 方 和 泛 对 角 线 幻 方 的 简便 方法 ， 只 
要 在 原先 的 1 ~ n? 的 基础 上 加 进 ww 之 后 的 3 个 自然 数 就 可 以 。 当 然 ， 
加 进 3 个 数 之 后 ， 在 原先 的 1 - п? 中 要 相应 减 去 3 个 数 。 减 去 哪 3 个 数 


呢 ? 1 个 是 中 间 的 了 mn* +2, 2 个 是 任意 的 偶数 ， 但 它们 的 和 必须 等 于 
m+4， 而 最 简单 的 办 法 是 减 去 与 4n* +1 成 倍数 关系 的 2 个 偶数 。 这 样 


形成 的 单 偶数 阶 对 称 幻 方 ， 各 行 、 列 、 对 角 线 上 数字 之 和 为 了 n(n + 
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О 5 非 正 规 幻 方 
4) ， 主 对 角 线 上 对 称 元 素 之 和 为 ” +4。 对 于 泛 对 角 线 幻 方 ， 折 对 角 线 上 
数字 之 和 也 是 n(n? +4) ,不 但 如 此 ， 这 样 的 幻 方 还 有 一 个 性 质 ， 即 每 


Сол) "个 方块 中 的 数字 之 和 都 是 (т? +4)。 
图 5-1 给 出 用 这 样 的 方法 构成 的 6 阶 对 称 幻 方 和 泛 对 角 线 幻 方 ， 纪 


方 常数 均 为 120。 其 中 在 1 ~36 之 间 抽 走 了 10, 20. 30 三 个 数 ， 补 进 了 
37, 38, 39 三 个 数 。 这 个 泛 对 角 线 幻 方 还 有 一 个 奇特 的 性 质 ， 即 在 其 


中 任 取 3 x3 小 方 阵 ， 其 9 数 之 和 均 为 180。 
回回 加 本 丁丁 下 加 加 四 可 加 


БІГІНІНІГІГІ 
206006 [вв [а 
п 
加 四 可 加 四 四 


(а) 对 称 约 方 (b) АХЛ 
图 5-1 普 朗 克 幻 方 示例 


5,2 анар 


若 方 阵 全 部 由 合 数组 成 ， 没 有 一 个 素数 ， 则 这 样 的 幻 方 叫 合 数 幻 
方 。 显 然 ， 如 果 相 邻 两 素数 的 间距 大 于 9， 则 任 取 其 中 的 9 个 连续 数 必 
能 组 成 3 阶 合 数 幻 方 ; 如 相 邻 两 素数 的 间距 大 于 16， 则 任 取 其 间 的 16 
个 连续 数 必 能 组 成 4 阶 合 数 幻 方 。……… 在 素数 表 中 ， 间 距 大 于 9 的 第 一 
对 素数 是 113 和 127， 因 此 在 其 中 取 9 个 连续 数 如 114 ~ 122， 就 可 构成 
如 图 5-2 (а) 所 示 的 3 阶 合 数 幻 方 。 在 素数 表 中 ， 间 距 大 于 16 的 第 一 
对 素数 是 523 和 541， 因 此 在 其 中 任 取 16 个 连续 数 如 524 ~ 539 就 可 构 
成 如 图 5-2 (b) 所 示 的 4 阶 合 数 幻 方 。 余 类 推 。 
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(b) 


121 |114 | 119 
116 | 118 ! 120 
(a) 


图 5-2 3 阶 和 4 阶 的 合 数 幻 方 


杜 德 尼 提出 了 不 用 查 素数 表 也 可 获得 连续 的 rw 个 合 数 以 构成 合 数 
幻 方 的 方法 如 下 : 首先 写 出 连续 数列 2，3，…,， п, п +1, ЕВ 
这 些 数 的 所 有 因子 (不 包括 1 及 成 倍数 关系 的 因子 ， 例 如 因子 中 有 2 和 
4， 则 去 掉 4) 并 把 它们 相 乘 获得 积 p， 青 把 p 加 到 上 述 数列 中 的 每 个 数 
上 去 ， 即 可 获得 连续 的 ne 个 合 数 2+p, 3 +pP，…, п +р, n +1 +p li 
可 用 来 构成 合 数 幻 方 。 例 如 ， 对 n =3 的 情况 ， 写 出 的 原始 数列 是 2， 
3，…，10。 这 些 数 的 因子 有 2，3，5，7， 其 乘积 为 210， 因 此 可 构成 
合 数 幻 方 的 9 个 连续 合 数 是 212，213 ，…，220 ,它们 实际 上 是 素数 表 中 
间距 大 于 9 的 第 二 对 素数 211 和 223 之 间 的 数 。 当 然 这 个 办 法 对 于 $ 
小 的 情况 是 实用 的 ， 当 n 较 大 时 也 就 不 太 方便 了 。 


> 


3.) жолақ 


普通 幻 方 是 对 加 法 而 言 的 。18 世纪 末 有 人 发 现 了 乘 幻 方 ， 即 行 、 
列 、 对 角 线 上 数字 相 乘 ， 其 积 相 等 。 这 样 ， 幻 方 定 义 可 扩充 如 下 : 

Яр п 阶 方 阵 任意 直线 (17. Я, УЖ) 上 各 数字 之 值 满足 以 下 
关系 

N, ж (№, ж (М, ож (ж (N, * №) 5) = сопзі 

则 该 方 阵 叫 约 方 ， 运 算 符 号 可 分 别 取 加 、 减 、 乘 、 除 ， 相 应 纪 方 就 叫 加 
纪 方 《 即 普通 幻 方 ) 、 减 幻 方 、 乘 约 方 、 除 幻 方 。 图 5-3 给 出 了 最 简单 的 
3 阶 的 各 类 约 方 。 对 于 加 幻 方 和 乘 约 方 ， 由 于 结合 律 ， 运 算 次 序 是 无 关 的 ， 
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(а) ЖЕГЕ (b) ЖА ЖЕСЕ? (d) 除 幻 方 
图 5-3 3 阶 的 加 、 减 、 乘 、 除 各 类 幻 方 


所 以 易于 理解 。 对 于 减 幻 方 和 除 幻 方 ， 需 要 做 些 解释 。 图 5-3 РИ] 
方 ， 幻 方 常数 为 5=2-(3-6)=1-(5-9)=4-(7-8) =2-(1-4) 
-3-(5-7) -6-(9-8) =2 - (5-8) =4 – (5-6), УР, 
常数 为 6=3 + (9+18) =1 + (6-36) =2 + (4+12) =3 + (1+2) =9 + 
(6-4) =18 = (36 +12) =3 + (6 + 12) =2 + (6-18). ВИ 5-3 可 见 ， 
减 幻 方 可 由 加 幻 方 两 条 对 角 线 上 的 数字 上 下 交换 而 获得 ， 除 幻 方 也 可 以 
用 同样 方法 从 乘 幻 方 获 得 。 减 幻 方 的 幻 方 常数 乘 以 阶 数 (这 里 是 3) Bh 
为 加 约 方 的 约 方 常数 ， 而 除 幻 方 的 约 方 常数 取 半 次 方 即 乘 约 方 的 约 方 常 
数 。 这 些 规则 对 于 较 高 阶 的 加 、 减 、 乘 、 除 约 方 也 适用 ， 当 然 ， 由 加 约 
方 生 成 减 幻 方 和 由 乘 约 方 生成 除 幻 方 时 需要 交换 的 元 素 要 更 多 一 些 。 我 
们 给 出 5 阶 的 加 、 减 ， 乘 、 除 幻 方 的 一 组 实例 分 别 如 图 5-4 (а) ~ 
(d)， 其 中 ， 减 幻 方 和 除 幻 方 分 别 是 从 加 幻 方 和 乘 幻 方 通 过 把 两 条 对 角 
线 上 下 掉头 ， 居 中行、 列 的 两 头 元 素 互 相交 换 而 形成 的 。 加 幻 方 的 常数 
年 于 减 幻 方 的 常数 乘 阶 数 (5) ; 除 幻 方 的 常数 取 5 I Л 382] BJ 
数 。 


=. 

РУ 14 16 16 

4 |6 |13 |20 | 22 

站 四 加 国医 

ІІ |18|25| 2 ü 
(а) ЛА] УС ТАРА 
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(e) ЖО (d) ЕЖ 


ІҢ 5-4 5 阶 的 加 、 减 、 乘 、 除 幻 方 
乘 约 方 是 怎样 构成 的 呢 ? 或 者 说 有 没有 乘 幻 方 的 一 般 构 造 方 法 呢 ? 
对 于 奇数 阶乘 幻 方 ， 这 样 的 构造 法 是 存在 的 。 首 先 ， 乘 幻 方 中 的 数 应 该 
是 如 下 矩阵 "的 数 


ЖЕ ау. а), а,, аз, Hm 的 值 以 后 ， 乘 幻 方 中 的 数 就 全 部 确定 了 。 
然后 就 可 以 用 类 似 于 构造 加 幻 方 的 连续 摆 数 法 把 这 些 数 分 布 到 方 阵 中 
去 ,不同 的 是 ， 在 摆 数 时 不 是 按 数 的 大 小 顺序 ， 而 是 首先 摆 上 述 和 矩阵 中 
第 一 行 的 数 ， 然 后 顺 次 摆 第 二 行 、 第 三 行 …… 的 数 。 图 5-4 中 的 5 阶乘 
幻 方 就 是 按 这 个 方法 构成 的 ， 其 中 ae =l, а, =3, а, =9, а, =27, а, 
=81 (ВЯ, а. а, а,, аз, а 也 构成 一 个 公 比 为 3 的 等 比 级 
Ж), т=2. и. ГЕГИ ВОДЕ №, 5-5 (а) ~ 
图 5-5(d) ,最 后 如 法 炮制 ， 把 第 五 行 的 数 放 进去 ， 就 是 图 5-4 中 的 5 阶 
乘 幻 方 了 。 显 然 ， 由 于 这 样 取 数 以 及 这 样 摆 数 ， 在 每 行 、 每 列 及 两 条 对 
角 线 上 的 数 ， 都 包括 ao al а, ИХ т.т m. Е, 央 
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此 其 乘积 必然 是 相等 的 。 


ВА 5-5 乘 幻 方 的 构造 法 

可 以 看 出 ， 用 以 上 一 般 方法 构成 的 乘 幻 方 同时 也 是 一 个 特殊 的 “ 欧 
拉 方 ”或 叫 “ 正 交 拉 丁 方 ”。 所 谓 正 交 拉 丁 方 就 是 由 2 РТ Г y E Sr fE 
一 起 ， 且 两 者 的 任 二 符号 组 合 仅 出 现 一 次 的 拉丁 方 。 例 如 有 以 下 2 个 拉 


ТЯ 


А = В = 


01 2 
120 
20 1 


а b с 
са b 
b са 


则 可 形成 正 交 拉丁 方 
0,а 1,5 2,с 
АхВ-|1,с 2,а 0,5 
2,6 0. Та 


之 所 以 说 乘 幻 方 是 一 个 特殊 的 正 交 拉丁 方 ， 是 因为 正 交 拉丁 方 只 要 
求 每 行 、 每 列 中 有 不 同 元 素 ， 而 乘 幻 方 则 还 要 求 两 条 对 角 线 上 也 都 有 不 
同 元 素 ， 条 件 更 加 苛刻 。 由 此 可 见 ， 上 述 乘 幻 方 的 构造 方法 实际 上 也 为 
奇数 阶 正 交 拉丁 方 的 存在 性 提供 了 一 种 证 明 。 
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6 4] 方 的 变形 


既然 方 阵 中 数字 的 特定 排列 可 以 形成 幻 方 ， 变 化 万 千 ， 趣 味 无 穷 ， 
那么 ， 在 其 他 形式 的 几何 阵列 中 自然 也 可 以 通过 对 数字 的 特定 排列 而 形 
成 与 和 Z] 方 有 类 似 性 质 的 有 趣 图 案 ， 这 就 是 和 方 的 变形 。 变 形 幻 方 最 早产 
生 于 什么 年 代 已 不 可 考 , 但 在 杨辉 的 《 续 古 摘 奇 算法 了》 中， 在 给 出 一 
系列 幻 方 的 同时 ， 也 就 给 出 了 许多 有 趣 的 变形 幻 方 ， 可 见 它 至 少 也 有 好 
几 百 年 的 历史 了 。 这 一 章 我 们 就 从 介绍 杨辉 的 变形 幻 方 开始 。 


0.1 еа 


杨辉 在 《 续 古 搞 奇 算法 》 中 ， 共 给 出 了 6 个 变形 幻 方 ， 基 本 上 都 
是 将 数字 分 布 在 圆周 上 形成 的 ， 所 以 可 统称 为 幻 圆 。 我 们 逐一 加 以 介 


绍 。 


1. Ж9Ж 

杨辉 的 这 个 幻 圆 〈 图 6-1) 是 将 日 然 数 1~33 分 布 在 4 个 同心 圆 与 
4 条 直径 的 交点 上 ， 而 将 9 а ТН, М9 图 的 名 称 由 此 而 来 。 在 攒 9 
图 中 ,4 条 直径 上 9 个 数 的 和 都 等 于 147，8 条 半径 上 4 数 之 和 都 等 于 
69 (图 6-1)。 由 吴 文俊 院士 主编 的 《中 国 数学 史 大 系 》 对 杨辉 的 攒 9 
图 给 予 了 极 高 评价 ， 认 为 它 是 “史无前例 的 ” 。 实 际 上 ， 斤 9 图 还 有 一 
个 奇异 性 质 : 它 的 垂直 直径 的 上 半截 与 它 右 侧 3 条 半径 上 的 16 个 数 正好 
组 成 一 个 半 约 方 ; 而 垂直 直径 下 半截 与 它 左 侧 3 条 半径 上 的 16 个 数 也 正 
好 组 成 一 个 半 幻 方 ， 即 每 行 、 每 列 4 数 之 和 都 是 69， 但 对 角 线 一 为 70， 一 
为 68。 
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”万 与 素数 


2. 聚 5 图 


图 6-2 #58 


杨辉 自称 在 聚 5 图 (图 6-2) 中 “21 子 作 25 子 用 ”， 因 为 周边 4 个 

圆 各 有 1 子 与 中 央 圆 共 有 。 每 个 圆 的 圆周 上 4 数 与 中 心 数 之 和 均 为 65。 
所 用 数字 也 是 从 1 开始 的 。 实 际 上 ， 除 了 图 上 画 出 的 5 圆 5 数 有 幻 和 65 

”之 外 ,还 有 2 个 没有 画 出 的 “ 虚 圆 ”具有 这 个 性 质 ， 即 经 过 外 围 4 个 圆 
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的 圆心 和 最 外 侧 4 个 小 圆 的 圆 ， 连 同 中 央 的 S，5 数 之 和 也 都 是 65， 即 
(6, 14, 17, 23, 5) 和 (19, 18, 2, 21, 5), 


3. 聚 6 图 


图 6-3 #68 


86 (图 6-3) 在 正六 边 形 的 6 个 顶点 处 各 有 6 个 小 圆 围 成 一 圈 ， 
内 中 6 数 之 和 均 为 111， 杨 辉 谓 之 “六 子 回环 ， 各 一 百 一 十 一 ”。 但 新 


图 6-4 改正 以 后 的 聚 6 图 效果 
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数字 
277 533 


ЛП ЖЕНЕ (Тат Lay Yong， 她 是 著名 华侨 领袖 陈嘉庚 先生 的 外 和 孙 
0, ищи, НУЛИ, ии) 认为 ， 这 个 聚 6 图 在 传 
抄 、 复 刻 过 程 中 发 生 了 错误 ， 与 六 边 形 左右 项 角 相 接 的 小 圆 不 应 是 31 
与 24， 而 应 该 是 8 与 1， 与 右上 顶 角 相 接 的 也 不 应 是 7 而 应 是 28 ， 此 外 ， 
左下 角 左 侧 3 个 小 圆 位 置 也 有 误 ， 从 上 到 下 应 分 别 为 4、19、23 ， 这 样 改 
正 以 后 的 聚 6 图 ， 就 不 单 有 6 组 6 Же АЈ Г. НЕЖИН 6 Ж 
之 和 也 是 111， 而 中 间 2 层 各 12 个 数 之 和 则 是 幻 和 111 之 倍 ， 即 222， 如 
图 6-4。 按 照 杨辉 的 数学 功底 ， 聚 6 图 理应 有 如 此 丰富 的 内 涵 ， 所 以 我 们 
认为 蓝 丽 蔷 的 意见 是 有 道理 的 。 


4. 聚 8 图 


# 6-5 #8 8 


杨辉 谓 聚 8 图 (图 6-5) 为 “24 子 ， 作 32 子 用 ”， 因 为 每 个 圆 的 圆 
周 上 的 8 个 数 中 各 有 2 数 分 别 与 另外 2 个 圆 共 用 。 同 一 圆 上 的 8 数 之 和 
均 为 100。 此 外 ， 两 两 相交 的 8 数 之 和 ， 不 相交 的 数 中 4 个 圆 上 最 外 侧 
的 8 数 和 内 侧 的 8 数 之 和 ， 也 都 等 于 100， 如 图 6-6。 而 具有 等 和 的 4 元 
素 组 就 更 多 了 ， 如 : 每 个 圆 的 上 下 半圆 上 的 4 元 素 ; 左右 半圆 上 的 4 元 
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ж; 中 间 2 个 圆 作 平行 于 水 平 直径 的 4 条 水 平 线 ， 每 条 直线 上 的 4 个 
Ж; 上 下 2 圆 作 平 行 于 垂直 直径 的 4 条 垂直 线 ， 每 条 直线 上 的 4 个 数 ; 
最 中 心 4 数 及 其 周围 4 数 ; 每 个 圆 的 上 下 4 数 和 左右 4 数 。 之 所 以 具有 如 此 
多 的 纪 和 和 半 幻 和 组 ， 在 于 其 数 的 分 布 极 有 规律 : 对 水 平 中 轴线 对 称 的 
任 2 数 之 和 都 是 2 ， 如 (8，17) (9, 16); 对 图 形 中 心 对 称 的 任 2 数 必 
是 相 邻 奇数 或 相 邻 偶数 ， 如 (1,3)，(18，20) 。 


14---9 


图 6-6 #8 图 之 展开 


5. 八 阵 图 


ЛЕН (图 6-7) 原 是 中 国 古 代 兵 法 中 的 一 种 布 阵 方法 ， 杨 辉 谓 他 
的 八 阵 图 “ 八 八 六 十 四 子 ， 总 积 二 千 八 十 。 以 八 子 为 一 队 ， 纵横 二 百 六 
十 。 以 大 辅 小 ， 而 无 强 弱 不 齐 之 数 ， 示 均 而 无 偏 也 。” 阵 中 共 8 环 ， 每 
环 8 数 和 均 为 260， 上 下 4 数 和 左右 4 数 之 和 均 为 130。 可 以 看 出 ， 八 
阵 图 中 1~64 的 32 对 互补 的 数 对 即 (1, 64), (2, 63) 等 正好 均匀 地 
分 布 在 8 个 环 中 ， 每 环 4 对 ， 而 八 阵 图 正中 的 8 数 正好 是 由 (1, 64), 
(3, 62), (5, 60), (7, 58) 4 个 互补 数 对 组 成 ， 因 此 其 和 也 为 260。 
如 果 把 八 阵 图 和 杨辉 的 易 数 图 即 8 阶 幻 方 的 阴 图 相 比 较 ， 我 们 就 可 看 
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出 ， 八 阵 图 的 一 个 环 正 好 对 应 于 易 数 图 中 的 2 x4 一 个 区 域 。 


6. 连环 图 
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ІҢ 6-8 连环 图 


连环 图 (图 6-8) 是 把 八 阵 图 中 央 的 空白 也 用 一 个 环 补 上 而 形成 
的 ， 所 以 是 九 连 环 , 但 由 于 环 环 相 扣 ， 因 此 形成 13 个 圆 环 ， 故 杨辉 日 
ПА 
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“七 十 二 子 ， 总 积 二 千 六 百 二 十 八 ， 以 八 子 为 一 队 ， 纵 横 各 二 百 九 十 二 ， 
多 寡 相 资 ， 邻 壁 相 坚 ， 化 一 十 三 队 ， 此 见 运用 之 道 。” 连 环 图 中 每 环 上 、 
下 和 左 、 右 4 元 素 之 和 以 及 相 邻 2 环 紧 靠 在 一 起 的 4 元 素 之 和 均 为 146 ，8 数 
和 为 292。 至 于 连环 图 的 构成 方法 ， 以 蓝 丽 其 的 下 述 分 析 最 为 简单 直观 : 
把 1 ~72 顺 序 交 又 排列 成 4 列 如 表 6-1。 然 后 横向 分 成 9 组 ,每 组 即 对 应 于 
一 个 环 。 


表 6-1 

72 37 36 1 62 47 26 11 
71 38 35 2 61 48 25 12 
70 39 34 3 60 49 24 13 
69 40 33 4 59 50 23 14 
68 41 32 5 58 51 22 15 
67 42 31 6 57 52 21 16 
66 43 30 7 56 53 20 17 
65 44 29 8 55 54 19 18 
64 45 28 9 

63 46 27 10 


0.) езе 


杨辉 以 后 ， 我 国 历代 数学 家 中 有 不 少 人 致力 于 对 约 方 和 变形 幻 方 的 
研究 ， 取 得 了 许多 新 的 成 果 ， 其 中 比较 著名 的 有 宋 的 丁 易 东 ， 明 的 王 文 
素 ， 清 的 张 潮 和 保 其 寿 等 人 。 本 节 我 们 介绍 一 下 他 们 所 开发 的 一 些 构思 
精巧 的 变形 纠 方 。 

稍 晚 于 杨辉 的 宋 人 丁 易 东 著 有 3 ж ОХ). ИАЛЕХЖЯЯЯ 
《新 集 通 证 古今 算 学 宝 鉴 》6 册 ， 刊 印 于 1524 年 。 清 朝 的 张 潮 生 于 1650 
年 ， 众 年 不 详 ， 荐 有 《 心 毅 杂 租 》2 卷 。 我 们 前 面 提 到 ， 杨 辉 的 百子 图 
仅 行 、 列 方向 满足 约 方 常数 ， 对 角 线 方向 不 满足 ， 这 个 缺陷 正 是 张 潮 发 
现 的 ， 他 并 且 作 “更 定 百 子 图 ” ， 给 出 了 一 个 正确 的 10 阶 幻 方 。 前 面 
还 提 到 ， 杨 辉 的 聚 6 图 在 传 抄 过 程 中 发 生 错误 ， 张 潮 也 发 现 了 ， 并 因此 
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БЕТ “НЕЖбН”. KR ATL ORP K, ЖЯ (ЕЗЕШІБЖ). 
下 面 所 介绍 的 变形 约 方 均 出 和 目 以 上 数 人 的 上 述 著 作 。 


1. “ 洛 书 49 位 得 太 衍 50 ЖЕ” 


图 6-9 太 衍 50 数 图 


丁 易 东 的 这 个 幻 圆 (图 6-9) 是 对 杨辉 攒 9 图 的 发 展 。 同 心 圆 由 4 
个 扩大 至 6 个 ， 因 此 元 素 也 由 33 个 增加 到 49 个 ， 中 数 25 居中 心 。 数 
的 分 布 严 格 按照 洛 书 3 阶 约 方 的 规则 “二 四 为 肩 ， 六 八 为 足 ， 左 三 右 
七 ， 戴 九 履 一 ”: 尾数 为 4 和 2 的 分 届 上 半圆 的 左右 ， 尾 数 为 8 和 6 的 
分 居 下 半圆 的 左右 ， 尾 数 为 3 和 7 的 分 大 左右 半径 ， 尾 数 为 9 和 1 的 分 
居 上 下 半径 ， 且 尾数 为 1、2、3、4 的 按 从 小 到 大 的 次 序 由 外 层 至 内 层 ， 
尾数 为 6、7、8、9 的 则 按 相反 次 序 顺 序 填 入 ， 余下 的 8 个 5 的 倍数 则 
以 25 为 中 心 ， 填 入 最 内 层 ， 而 且 如 果 是 5 的 n 倍 ， 则 填 入 尾数 为 п БЖ 
所 在 的 列 ， 例 如 15 是 5 的 3 倍 ， 所 以 15 53, 13, 23, 33, 43 处 于 同 
一 列 。 这 样 ， 这 个 幻 贺 所 有 同心 加 上 8 元 素 之 和 均 为 200， 加 上 中 心 数 
为 225， 每 条 吾 径 上 39 5505325, ВН Жо 8 Ж 
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50。 因 此 了 丁 易 东 月 谓 此 图 “以 洛 书 之 法 ， 纵 模 等 布 ” 而 成 , “其 位 虽 四 
十 有 九 ， 而 对 位 之 数 合成 五 十 ， 周围 备 二 百 ”， 与 上 古语 去 “大 衍 之 数 五 
十 ， 其 用 四 十 有 九 ” 上 暗合 ， 不 可 谓 不 巧妙 。 


2. 九宫 八卦 图 


图 6-10 九宫 八卦 图 


丁 易 东 还 构造 了 九宫 八卦 图 (图 6- 10 ) 。 这 个 图 与 杨辉 的 连环 图 相 
似 ， 也 是 九 连环 ， 形 成 13 个 圆 环 ， 每 环 8 数 和 都 是 292。 它 的 奇特 之 处 
是 与 洛 书 图 相 呼应 : 其 1 ~9 所 处 位 置 正好 形成 洛 书 3 阶 幻 方 ， 处 于 每 
宫 的 上 行 左 ; 10-18 则 按 逆序 从 九宫 开始 分 别 填 人 每 宫 的 左 行 上 ; 
19 ~27 又 从 一 宫 开 始 顺序 分 别 填 人 每 宫 的 左 行 下 ; 按 以 上 规律 填 满 72 个 
数 而 形成 此 图 。 这 是 很 别出心裁 的 。 


3. ЖЕТЕ 

这 是 王 文 素 的 创作 (图 6-11)。17 个 环 环 相 扣 的 圆 形成 一 个 “ 王 
字 ”， 每 个 圆 中 包括 8 个 数 ， 和 均 为 420。 值 得 注意 的 是 ， 所 有 圆 中 上 
下 相对 、 左 右 相 对 的 4 组 2 数 之 和 均 为 105， 分布 极其 均匀 。 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 107 
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图 6-11 花王 字 图 


4. PR £S ES] 
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Е 6-12 ЕН 


这 也 是 王 文 素 发 明 的 〈 图 6-12) 。5 х5 =25 个 相互 交 春 的 圆 形成 十 
ЖЕНА, ЖУАН 8 个 数 之 和 均 为 484。 同 花王 字 图 一 样 ， 所 有 贺 
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中 上 下 相对 、 左 右 相 对 的 4 组 2 数 之 和 均 为 121， 共 计 60 对 。 

古 歼 钱 图 中 数 的 分 布 极 有 规律 : 数 1 ~30 从 右上 角 的 圆 出 发 ， 按 水 
平方 向 循环 往返 分 布 在 各 圆 的 右上 和 左上 位 置 ; 31 ~ 60 仍 从 右上 角 的 
圆 出 发 ， 但 按 垂下 方向 顺序 从 小 到 大 分 布 在 各 圆 的 上 右 和 下 右 位 置 ; 
61 ~90 则 从 左下 角 的 圆 出 发 ,但 以 垂直 方向 循环 往返 分 布 在 各 圆 下 左 和 
上 左 位 置 ; 最 后 91 ~ 120 也 从 左下 角 圆 出 发 ， 但 以 水 平方 向 循环 往返 分 
布 在 各 圆 左 下 和 右 下 位 置 ， 即 成 古 玫 钱 图 。 


5. 连环 之 图 
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Е 6-13 连环 之 图 


王 文 素 的 这 个 连环 图 (图 6-13) 比 丁 易 东 的 9 连环 高 一 阶 ， 是 4 x 
4 =16 环 ， 但 因为 环 环 相 扣 ， 实 际 形成 25 个 环 ， 每 环 中 8 数 之 和 均 为 
516， 其 中 上 下 相对 4 个 数 之 和 同 左右 相对 4 个 数 之 和 又 均 为 258。 
这 个 图 中 数 的 分 布 也 是 很 有 规律 的 ， 但 它 与 古 歼 钱 图 不 同 ， 不 是 水 
平 或 垂直 走向 的 ， 而 是 按 对 角 线 方向 走 的 ， 读 者 在 右上 角 找到 1 以 后 ， 
= =|09 
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不 难 发 现 其 分 布 规律 。 


6. ЗН 


ІҢ 6-14 ЖЕ 


ЕН (0 6-14) 由 6 个 相 切 的 外 层 圆 ，6 个 相 
交 的 内 层 圆 及 1 个 中 心 圆 共 13 个 圆 组 成 ， 每 个 圆 中 6 数 之 和 均 为 129。 


7. ЖЕЛІН 


张 潮 推 出 的 变形 幻 方 从 比较 简单 的 僚 三 图 到 比较 复杂 的 九宫 图 有 
23 幅 之 多 。 我 们 只 介绍 其 中 设计 得 最 为 精巧 的 几 幅 。 把 四 图 (图 6-15 ) 
是 其 中 之 二 5 
把 四 图 中 有 5 个 圆 ， 每 个 圆 上 有 4 个 数 ， 和 均 为 34。 但 由 于 其 巧妙 
安排 ， 水 平 与 垂直 2 条 中 轴线 上 4 数 以 及 右 斜 与 左 斜 的 8 条 平行 线 上 的 4 
数 之 和 也 均 为 34 ， 外 围 4 个 圆 最 外 侧 的 4 个 数 之 和 也 是 34。 内 此 ， 张 潮 自 
豪 地 宣称 ， 拱 四 图 “16 子 作 64 子 用 ， 角 径 平 径 四 方 四 尖 中 心 俱 34 数 ”。 
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图 6-15 把 四 图 


六 全 图 (图 6-16) 中 只 有 18 个 数 ， 分 布 在 同心 的 3 个 六 边 形 的 各 
顶点 ， 但 共有 12 组 6 数 和 为 57: 3 条 对 角 线 ，3 个 六 边 形 的 顶点 ， 由 任 
意 2 条 相 邻 对 角 线 所 围 成 的 6 个 梯形 周边 。 因 此 张 潮 称 六 合 图 “18 + 
作 72 子 用 ， 围 径 并 每 方 各 57 数 ”。 
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9. ЛЕН 


В 6-17 ЛЕЕВ 


在 笔者 见 到 的 八 阵 图 中 ， 张 潮 的 这 个 八 阵 图 (8 6-17) ЕЛГЕ 
少 的 ， 只 有 16 个 数 ， 但 构成 4 数 和 为 34 的 组 数 多 达 36 组 : 4 条 对 和 角 
线 ， 任 意 2 条 半径 〈 不 一 定 相 邻 ) 组 成 的 梯形 (24 个 ， 如 1，16, 9， 
8; 12, 5, 6, 11; …) ， 内 层 和 外 层 对 顶 角 顶 端 4 数 (8 组， 有些 呈正 
方形 ， 如 8，5，11，10; 有 些 呈 长 方形 ,如 1，12，7，14) 。 其 原因 很 
简单 ， 同 一 半径 上 2 数 之 和 均 为 17。 所 以 张 潮 谓 此 八 阵 图 “每 方 及 径 
每 4 子 各 34 数 ，16 子 作 144 子 用 ”。 除 此 之 外 ， 我 们 还 看 到 ， 这 个 八 阵 
图 的 外 围 及 内 围 8 数 之 和 均 为 68; 任意 将 图 一 分 为 二 ， 每 半 图 的 8 数 之 
和 也 均 为 68; 任意 2 条 直径 形成 一 大 一 小 套 在 一 起 的 2 个 矩形 项 上 的 8 

” 数 之 和 也 均 为 68， 因 此 8 数 之 和 为 68 的 组 数 也 多 达 18 组 。 


10. 浑圆 图 


保 其 寿 与 张 潮 同 为 清 人 ， 但 似 在 张 潮 之 后 ， 因 为 他 在 《 眉 奈 山 房 

集 》 的 目 序 中 说 他 看 过 张 潮 的 《 心 帝 杂 租 》， 并 指出 张 潮 的 幻 方 与 变形 

纠 方 “所 演 丝 平 图 ， 不 知 立方 与 浑圆 尤为 可 豆 ， 其 源 虽 权 与 洛 书 ， 其 巧 

实 不 可 思议 ， 当 是 天 地 间 合 有 此 一 种 理 数 ”"。 因 此 保 其 寿 的 变形 幻 方 别 
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图 6-18 ИЕ 


具 一 格 ， 向 立体 方向 发 展 ， 如 “六 合 立方 "，“ 浑 三 角 ”,， “六 合 浑 圆 ” 
等 等 ,图 6-18 中 的 2 А, 保 其 寿 未 命名 ,我们 暂 把 它们 叫做 浑圆 图 ， 
我 们 先 看 图 6-18(a)。 球 面 的 3 个 正 截 面 上 均匀 地 分 布 从 1 到 18 这 些 
数 ， 有 6 个 数 是 两 两 相交 的 ， 也 就 是 2 个 圆 共 有 的 。 这 3 个 截面 把 球面 
等 分 成 8 块 ， 每 块 球面 边界 上 的 6 数 之 和 都 是 48， 保 其 寿 云 “ 面 各 48 
Ж, 18 子 作 48 子 用 ” 即 此 意 。 保 其 寿 还 指出 此 图 的 另 一 特异 性 质 : 
“如 以 1 换 18，2 换 17， 逐 子 相 易 ， 即 成 每 面 66 Ж”, 

图 6-18(b) 的 浑圆 图 如 果 独 立地 看 ， 是 将 19 -42 j 24 个 数 以 
互补 数字 对 的 方式 分 布 在 截 圆 的 圆周 上 ， 每 对 的 和 是 61， 因 此 ， 每 
面 6 数 之 和 都 是 183。 但 因为 这 些 数字 的 分 布 是 “每 梁 加 2 子 ”， 
且 数 是 接续 于 前 面 的 (a) 图 的 ， 因 此 可 以 将 (a) 图 与 (b) 图 合并 起 
来 ， 形 成 一 个 截 圆 圆周 上 有 16 个 数 的 浑圆 ， 这 时 每 面 12 数 之 和 为 
231。 对 于 变局 ( 即 1 换 18，2 换 17， 各 子 互 换 以 后 的 (a); (b) 图 
中 每 梁 上 2 个 数 本 来 都 是 互补 的 ， 互 换 以 后 作用 当然 不 变 ) ， 每 面 
上 数字 和 为 249 (但 不 知 什么 原因 ， 保 其 寿 书 上 云 “ 每 梁 加 2 T. 
加 入 前 图 ， 面 各 109 数 ， 加 入 变局 127 数 ,” 只 增加 了 一 个 梁 上 的 2 
数 之 和 ) 。 | 
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11. 六 道 浑 天 图 

保 其 寿 设 计 了 3 个 六 道 浑 天 图 ， 都 十 分 精巧 。 如 图 6-19， 是 把 球形 
的 浑 天 仪 ， 类 似 于 把 地 球 仪 剖 分 成 东西 两 半球 展开 成 地 图 那样 ， 齐 分 成 南 
北 两 半球 并 展开 以 后 的 形状 。 可 以 看 出 ， 浑 天 图 由 6 条 纸 带 相互 缠绕 而 
成 : 有 2 条 各 围 成 1 个 圆 形 ， 有 2 条 穿 过 上 下 2 个 圆 并 交织 成 “8” 字 ， 
另 2 条 各 在 上 下 圆 中 并 同 贺 和 “8” 字 形 2 条 纸 带 相 交织 。 纸 条 上 分 布 着 
从 1 到 90 的 数 。 这 些 相互 缠绕 的 纸 条 共 形 成 12 个 五 边 形 和 20 个 三 角形 ， 
每 个 五 边 形 周边 共有 10 数 ， 其 和 均 为 380; 每 个 三 角形 周边 共有 6 个 数 ， 
其 和 均 为 228 ， 因 此 保 其 寿 云 “90 子 作 240 子 用 ”， 不 可 谓 不 巧妙 。 


图 6-19 六道 浑 天 图 
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0.) НЕНІ ВЕНУ А Е 4 == Е 


约 方 从 中 国 传人 印度 以 后 ， 印 度数 学 家 在 约 方 和 变形 约 方 的 开发 方 
面 也 极 富 创造 力 。 这 里 介绍 纳 拉 亚 讷 (Narayana) 的 一 个 幻 圆 和 一 个 魔 
莲花 宝座 。 

纳 拉 亚 讷 设计 的 约 圆 如 图 6-20(a) 。 它 从 内 到 外 共有 5 个 同心 圆 ,4 条 
直径 把 这 些 圆 45?" 等 分 为 8 个 扇形 区 和 4 个 圆 环 , 共 32 个 环形 区 域 ,每 个 区 
域 中 放 1 ~32 中 的 一 个 数 ,中 心 放 294。 这 样 ,每 个 户 区 和 上 、 下 每 个 半 环 中 
的 4 数 之 和 都 是 66 ,加 上 中 央 的 294 正好 等 于 圆周 度数 360。 这 个 幻 圆 的 
对 称 性 也 设计 得 非常 好 ,1、2,3、4,…,31、32 这 样 的 连续 数 对 所 处 位 置 都 是 
中 心 对 称 的 。 而 如 果 把 这 个 约 圆 沿 上 面 的 垂直 半径 前 开 后 展开 的 话 , 可 以 
看 出 , 它 形 成 2 个 4 阶 的 泛 对 角 线 纠 方 ,如 图 6-20(b)。 这 一 点 上 ， 纳 拉 亚 
HZ JI] БЕНЧА 9 图 高 明 一 些 (杨辉 的 攒 9 图 形成 2 个 半 约 方 ); 当 
然 ， 这 和 杨辉 用 连续 数 1 ~33， 而 纳 拉 亚 讷 用 1 ~32 加 不 连续 的 294 有 关 。 


(a) (b) 


ІН 6-20 纳 拉 亚 讷 的 幻 图 
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纳 拉 亚 讷 设计 的 魔 莲 花 宝座 在 变形 约 方 中 堪 称 一 绝 。 这 个 六 边 形 的 
莲花 宝座 如 图 6-21(a) , 共有 48 “ЖЖ, ЖЛ1-48. 148 ТЕН 
1/3 是 面 朝 上 的 ，1/3 是 面 朝 东 的 ，1/3 是 面 朝 西 的 ， 它 们 组 成 一 个 个 小 
立方 体 的 3 面 ， 使 整个 莲花 宝座 看 起 来 很 有 立体 感 。 整 个 莲花 宝座 由 
16 个 花 辩 的 一 打 莲 花 组 成 , 但 从 上 往 下 看 ， 从 东 往 西 看 ， 从 西 往 东 看 ， 
花瓣 上 的 数字 是 不 同 的 ，3 个 方向 各 形成 由 16 个 小 菱形 组 成 的 大 菱形 。 
如 果 把 这 3 个 大 菱形 挤 压 和 旋转 一 下 把 它们 变 成 4 x4 的 方 阵 ， 我 们 就 
可 以 看 到 ， 这 是 3 个 常数 为 98 的 泛 对 角 线 幻 方 ， 如 图 6-21 (b). (с), 
(d) ， 你 说 奇妙 不 奇妙 ? 


еее 
ре 
) 


(b) (c 


ЕЯ 6-21 魔 莲花 宝座 
关于 这 个 莲花 宝座 的 资料 ， 请 参阅 《 非 西 方 文化 的 科学 、 技 术 与 医 
学 史 百 科 全 书 》( Encyclopedia of the History of Science, Technology, апа 
116 


Об 幻 方 的 变形 


Medicine іп Non- Western Cultures, Kluwer Academic Publishers 1997). 
但 笔者 对 它 的 分 析 与 该 书 有 所 不 同 。 该 书 认为 这 末 莲 花 是 由 6 个 花瓣 组 
成 的 ， 但 未 指明 如 何 划 分 6 个 花 辩 。 由 于 印度 是 佛教 盛行 的 国家 ， 笔 者 
认为 把 它 看 做 立体 的 莲花 宝座 更 为 恰当 ; 从 3 个 不 同方 向 看 ， 该 莲花 都 
是 由 16 个 花瓣 所 组 成 ， 也 更 符合 莲花 的 实际 情况 。 


6,4 E = se, 1 BJ JN РАЈА 


作为 政治 家 、 外 交 家 ， 又 是 科学 家 、 发 明 家 的 富兰克林 ， 是 个 十 足 
的 “ 幻 方 迷 ”。 他 除了 设计 出 许多 精巧 的 高 阶 幻 方 外 ， 还 设计 出 了 一 个 
十 分 复杂 而 巧妙 的 幻 圆 ， 他 自己 称 之 为 “ 圆 的 幻 圆 ”(the magic circle of 
circles ) ， 我 国 台湾 学 者 称 之 为 “ 八 轮 幻 圆 ”， 如 图 6-22。 图 中 既 有 许多 
РУХ, ХНА, нЕ НЫЕ. ТРЕ 
心 圆 ， 看 一 下 除 中 心 的 12 外 ， 其 他 从 12 到 75 这 64 个 数 在 被 9 个 同心 
圆 和 4 条 8 等 分 整个 圆 的 直径 所 围 成 的 64 个 环形 区 域 中 的 分 布 ， 就 可 
以 发 现 它们 有 多 种 对 称 性 : 

(1) 在 两 条 垂直 半径 4 和 C 两 侧 的 2 个 相 邻 而 区 以 及 2 条 水 平 半 
径 B 和 D 上 侧 和 下 侧 的 2 个 相对 扇 区 中 ，2 个 环 内 的 2 数 之 和 均 为 87; 

(2) 如 果 我 们 从 中 心 出 发 往外 数 ， 把 由 内 到 外 的 环 分 别 叫做 1 环 ， 
2 环 ，3 环 ，…，8 环 ， 那 么 我 们 看 到 ， 第 一 象限 两 个 筷 形 的 单数 环 中 2 
数 之 和 均 为 133 ， 偶 数 环 中 2 数 之 和 均 为 39; 第 二 象限 两 扇形 则 正好 与 
之 相反 ， 偶 数 环 中 2 数 之 和 均 为 135， 奇 数 环 中 2 数 之 和 均 为 39; 

(3) 第 三 象限 与 第 四 象限 的 情况 与 之 类 似 ， 但 第 三 象限 2 КАЖ 
环 中 2 数 之 和 均 为 71， 偶 数 环 中 2 数 之 和 均 为 103 ， 第 四 象限 是 偶数 环 中 
2 数 之 和 均 为 71， 奇 数 环 中 2 数 之 和 均 为 103 ; 

(4) 类 似 地 ， 半 径 B 两 侧 相 邻 2 个 遍 区 中 ， 单 数 环 2 数 之 和 均 为 
119， 偶 数 环 中 2 数 之 和 均 为 55; 而 半径 D 两 侧 相 邻 2 个 局 区 则 刚好 相 
反 ， 俏 数 环 2 数 之 和 均 为 119， 单 数 环 中 2 数 之 和 均 为 55。 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 117 


好 玩 的 数学 
ЖИЕНДЕР) 


6-22 富兰克林 的 8 ЕЕ 


由 于 数字 分 布 有 以 上 各 种 对 称 性 ， 八 轮 约 圆 呈现 出 以 下 奇特 性 质 : 
(1) 任意 相 邻 两 同心 圆 所 围 成 的 环 内 8 数 之 和 均等 于 348， 加 上 中 
央 之 12， 恰 为 360， 是 圆周 度数 。 
(2) РИ 8 数 之 和 加 中 央 之 2， 也 等 于 圆周 度数 360. 
(3) 奉 将 八 轮 幻 贺 以 水 平 中 轴线 将 之 分 为 上 下 两 半 ， 则 任意 相 邻 
同心 半圆 所 围 成 的 半 环 内 4 数 之 和 均 为 174， 加 上 中 央 数 12 226, 
180， 是 半圆 之 度数 。 

(4) 任意 相 邻 两 而 区 内 任意 相 邻 2 环 4 数 之 和 加 中 央 12 之 半 ， 也 
是 半圆 度数 180. 

(5) 任意 一 个 整 环 内 ， 上 下 相对 的 4 小 环 以 及 左右 相对 的 4 小 环 内 
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4 数 之 和 加 中 央 12 之 半 ， 也 是 半圆 度数 180. 

(6) 从 半径 4 两 侧 2 个 相 邻 扇 区 中 取 相 邻 的 任意 2 ЭЖ, АЕ 
径 C 两 侧 2 个 相 邻 扇 区 中 取 相 邻 的 任意 2 个 小 环 ， 其 中 的 4 个 数 相 加 再 
加 中 央 12 之 半 ， 也 都 等 于 180。 

(7) 从 半径 B 两 侧 2 个 相 邻 扇 区 中 取 任 意 奇 (或 偶 ) 数 号 环 中 的 2 
个 数 ， 再 从 半径 D 两 侧 2 个 相 邻 扇 区 中 取 任 意 偶 (或 奇 ) 数 号 环 中 的 2 
个 数 相 加 ， 上 再 加 中 央 12 之 半 ， 也 都 等 于 180。 

请 读者 自行 统计 一 下 ， 在 八 轮 幻 圆 中 ， 有 多 少 组 8 数 之 和 加 中 央 数 
12 恰 为 360， 又 有 多 少 组 4 数 之 和 加 中 央 数 12 之 半 恰 为 1801 

下 面 再 把 偏心 圆 加 进来 看 它们 造成 什么 样 的 结果 。 在 八 轮 幻 圆 中 ， 
共有 4 НМ, РЯДА, В, С, рУ, 每 组 有 6 М, 
样 ， 这 4 组 同心 圆 共 形成 4 х5 =20 个 环 ， 每 个 环 中 也 不 多 不 少 包 含 8 个 
数 ， 把 8 个 数 相 加 再 加 中 央 的 12， 也 都 是 3601 以 4 为 圆心 的 那 组 偏心 圆 
为 例 ， 它 由 内 向 外 5 个 环 中 的 数 分 别 是 (21, 68, 28, 45, 42, 59, 19, 
66), (65, 18, 51, 43, 44, 36, 69, 22), (23, 70, 37, 52, 35, 50, 
27, 64), (72, 16, 49, 34, 53, 38, 71, 15), (14, 63, 39, 54, 33, 
48, 24, 73), ЖЕ 348, ЛИН 12, 5207360, МВ, C. рУ 
的 其 他 3 组 偏心 圆 也 都 如 此 。 这 样 ， 我 们 看 到 ， 富 兰 克 林 八 轮 幻 圆 中 除 中 
央 12 外 的 8 х8 =64 个 数 ， 不 但 被 9 个 主 圆 的 8 个 环 均匀 分 割 成 和 为 348 
的 8 组 ， 同 时 还 被 4 组 偏心 圆 均匀 分 割 成 和 也 是 348 的 4xs=20 组 ， 真 
可 谓 匠 心 独 具 。 尤 其 令 人 惊叹 的 是 ， 如 果 把 这 些 由 偏心 圆 形 成 的 环 以 八 轮 
幻 贺 的 主 水 平 中 轴线 一 分 为 二 的 话 ， 上 、 下 半 环 (对 于 以 8、D 为 圆心 的 
同心 圆 而 言 是 对 称 和 同 大 的 ; 对 于 以 4、C 为 圆心 的 同心 圆 而 言 ， 是 不 对 
称 且 一 大 一 小 的 2 个 半 环 ) 中 4 数 之 和 再 加 中 央 数 12 之 半 ， 也 仍然 都 等 
于 180! 仍 以 4 为 圆心 的 那 组 偏心 圆 为 例 ， 水 平 中 轴线 把 它 分 割 成 的 上 部 
半 个 大 环 中 的 数 由 内 阅 外 分 别 是 (19, 66, 21, 68), (69, 22, 65, 18), 
(27, 64, 23, 70,), (71, 15, 72, 16), (24, 73, 14, 63,); 下 部 半 个 
小 环 中 则 是 (28, 45, 42, 59), (51, 43, 44, 36), (37, 52, 35, 50), 
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(49, 34, 53, 38), (39, 54, 33, 48), ЖЖ 174, ЛЖ 12 之 半 ， 
都 是 180。 其 他 3 组 偏心 圆 环 也 都 如 此 ， 真 令 人 菲 夷 所 思 。 

需要 指出 的 是 ， 我 们 书 上 的 这 个 八 轮 幻 圆 是 从 灿 文 版 的 书 上 翻印 
的 ， 正 如 杨辉 的 聚 6 图 在 流传 过 程 中 造成 了 错误 一 样 ， 这 个 图 也 有 1 个 
错误 ， 即 第 四 象限 靠近 垂直 半径 那个 扇 区 中 ， 最 外 层 的 2 个 数 41 与 47 
应 该 对 调 一 下 。 还 需要 指出 的 是 ， 八 轮 幻 圆 加 上 4 жаман ШАД, 
造成 图 案 十 分 复杂 ， 难 以 分 辨 ， 偏 心 圆 造 成 的 上 述 效 果 很 难看 出 来 。 
《数学 的 奇妙 》【( 陈 以 鸿 译 ， 上 海 科 技 教育 出 版 社 ，1999) 中 含混 地 说 
“在 互相 缠 结 的 圆 之 间 的 数 的 和 也 相同 ” 。《 幼 狮 数学 大 辞典 》 (台湾 幼 
狮 文化 事业 公司 ，1982) 干脆 把 这 些 偏心 加 都 略 去 。 倒 是 在 富兰克林 
1790 年 去 世 后 不 久 〈1795 年 ) 出 版 的 4 卷 本 《数学 与 哲学 辞典 》【(A 
Mathematical and Philosophical Dictionary, 2000 年 由 Thoemmes Pr. 重印 ) 
中 才 有 对 此 的 详尽 说 明 ， 笔 者 也 是 通过 它 才 终于 弄 清 富兰克林 八 轮 幻 贺 
的 种 种 奥妙 的 。 

对 于 富兰克林 的 八 轮 幻 圆 ， 讲 南岳 阳 六 中 的 李 抗 强 老师 还 有 一 个 有 
趣 的 发 现 ， 那 就 是 可 以 把 它 化 圆 为 方 ， 仍 然 保留 其 原 有 全 部 特性 。 李 老 
师 的 方法 是 这 样 的 : 把 富兰克林 八 轮 幻 圆 画 在 一 张 条 性 的 纸 上 ， 沿 偶 心 
圆 圆心 4 上 方 的 半径 用 剪刀 把 它 藤 开 后 变 成 一 个 矩形 或 正方 形 ， 得 到 的 
是 一 个 幻 方 ， 如 图 6-23 所 示 。 
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显然 ， 这 个 幻 方 的 一 行 对 应 于 八 轮 幻 贺 中 的 一 个 环 ， 一 列 对 应 于 八 
轮 幻 加 中 的 一 个 怖 形 ， 而 幻 方 中 的 5 条 曲 对 角 线 正好 对 应 于 以 A 为 圆心 
的 5 个 偶 心 圆 ， 而 且 曲 对 角 线 正中 《拐角 两 侧 ) 那 一 半 正 好 对 应 于 偏 
心 圆 被 水 平 中 轴线 分 割 成 的 小 半 环 ， 曲 对 角 线 上 方 开口 处 那 一 半 正 好 对 
应 于 偏心 圆 被 水 平 中 轴线 分 割 成 的 大 半 环 ! 类 似 的 ， 沿 偏心 圆 圆心 B. 
C. D 的 半径 把 它 药 开 后 变 成 的 幻 方 ， 具 有 相应 的 特性 。 

李 老 师 的 这 一 研究 成 果 发 表 于 由 中 国 幻 方 研究 者 协会 主编 的 不 定期 
刊物 《中 国 幻 方 》 第 2 期 (由 香港 天 马 图 书 有 限 公 司 于 2006 年 10 月 出 
版 )。 


P 


幻 贺 以外， 变形 幻 方 中 最 常见 的 就 是 各 种 各 样 幻 星 了 。 幻 星 (mag- 
іс star) 就 是 在 星 形 几何 图 案 的 顶点 和 交点 处 布 数 ， 使 其 每 条 边 上 的 知 
干 数 之 和 相等 。 最 著名 的 幻 星 是 如 图 6-24 所 示 的 六 角形 约 星 。 这 个 约 
星 9 条 边 上 的 5 数 之 和 都 等 于 46。 此 外 ， 它 还 是 严格 对 称 的 : 每 2 个 相 
对 顶点 上 的 2 数 之 和 均 为 7〈 这 恰 和 般 子 上 数 的 分 布 一 样 : ОТ-ЕЯЯ 
2 面 上 2 数 之 和 为 7); 中 央 六 边 形 中 ， 相 对 顶点 和 相对 边 中 点 2 数 之 和 


图 6-24 六 角 幻 星 
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均 为 26， 位 于 中 央 的 数 则 是 13 (13 这 个 数 在 西方 被 认为 是 不 吉利 的 ， 
叫 魔鬼 数 evil number) 。 在 古老 的 犹太 人 的 民间 传说 中 ， 死 人 的 灵魂 叫 
“的 伯 殉 ”( Dybbuk)， 可 以 回 到 人 间 ， 进 入 活 人 的 身体 并 占有 这 个 活 
人 。 项 伯 来 人 有 种 秘密 的 宗教 仪式 对 “的 伯 克 ” 进 行 召唤 ， 在 这 种 仪 
式 上 就 要 用 到 上 面 介绍 的 六 角 幻 星 。 

下 面 我 们 介绍 一 种 比较 简单 的 六 角 幻 星 ， 即 对 顶 角 之 间 没 有 连 线 的 
六 角形 。 这 样 的 六 角形 中 ， 每 条 边 的 2 端 加 上 它 与 其 他 边 的 2 个 交点 ， 
可 以 放 4 个 数 ， 共 有 6 条 这 样 的 边 ， 要 用 到 1 ~ 12， 如 何 分 布 使 这 6 条 边 上 
4 数 之 和 都 相等 ? 解决 这 个 问题 是 不 难 的 ， 而 且 可 能 的 布局 〈 不 考虑 旋 
转 和 反射 ) 有 80 种 之 多 ， 其 中 有 12 种 不 但 6 条 边 上 的 4 数 之 和 是 26， 
外 围 6 个 顶点 的 6 数 之 和 也 是 2， 如 图 6-25 (b), ЖУРН 6 种 则 不 但 
每 条 边 上 的 4 数 之 和 是 26， 组 成 六 角 星 的 2 个 互相 倒 扣 的 大 三 角形 3 顶 
扩 之 和 也 是 26， 这 2 个 三 角形 相交 形成 的 中 央 六 边 形 6 顶点 之 和 也 是 
26。 图 6-25 (с) 给 出 其 中 的 一 个 ， 读 者 不 妨 找 找 其 他 几 个 。 但 不 管 形 
成 具有 怎样 性 质 的 幻 六 角 星 ， 有 一 点 是 共同 的 ， 即 2 个 大 三 角形 3 顶点 
上 数 之 和 必 相 等 。 这 一 点 我 们 可 证 明 如 下 (图 6-25 (a))， 设 幻 方 常数 
ям, 


8 6-25 幻 六 角 星 


DB=M-L-I 
ӘС-М-А-В 
(ФЕ-М-Л-С 


sJ 
_ D 
-К 
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ФЕ=М-С-Е-Р 
(ОН-М-І-Е-К 
@I=M-A-H-G 
将 中式 代入 @) 式 得 C 的 一 个 新 的 表达 式 ， 把 它 代 入 @ 式 得 的 一 
个 新 的 表达 式 ， 把 它 代入 ( 式 ……… 最 后 获得 7 的 一 个 新 的 表达 式 
(ТІ-іІ%2 (L+J+K)-2 (A+G+D) 
. L+J+K=A+G+D 
由 此 可 见 ， 只 要 是 幻 六 角 昨 ,2 个 倒 扣 的 大 三 角形 3 顶点 之 和 必 相 
等 。 
读者 可 能 要 问 ， 要 说 “ 星 ”， 我 们 最 熟悉 、 见 得 最 多 的 是 五 星 ， 为 
什么 不 说 说 “ 幻 五 星 ”? 原来 ， 用 连续 数组 成 正规 的 幻 五 星 是 不 可 能 
的 。 让 我 们 先 来 证 明 这 一 点 。 对 五 星 而 言 ， 每 条 线 在 两 庙 和 另外 2 线 相 
交 ， 在 中 间 和 另外 2 线 相交 ， 也 就 是 说 ， 每 个 点 都 在 2 ЖЕ. ЖЖ, 
如 果 用 1 ~ 10 可 以 组 成 幻 星 的 话 ，5 条 线 上 各 4 数 之 和 ， 也 就 是 幻 和 的 


5 倍 应 等 于 这 10 个 数 之 和 的 2 倍 。 因 此 幻 和 M = 201 +2 +3 +…+10) 


=22。 下 面 我 们 来 看 2 种 情况 。 

(1) 对 于 包含 1 的 2 条 线 而 言 ， 其 他 6 个 数 之 和 应 为 42。 由 于 9+ 
8+7+6+5 +4 =39, 不 足 42， 可 见 必须 以 10 代替 4，5，6 之 一 ， 也 就 
是 说 10 必须 在 这 2 Ж ЕЕ; 

(2) 对 于 包含 2 的 2 条 线 而 言 ， 其 他 6 个 数 之 和 应 为 40。 同 上 面 
一 样 理由 ，10 必须 在 这 2 条 线 上 。 

iz L. 包含 1 和 10, І, #52 910, ІІ, 上 其 余 2 个 数 只 有 以 下 3 
种 情况 : (3, 8), (4,7) 5 (5, 6), ШГ, 上 其 余 2 数 只 有 以 下 2 种 
情况 : (3,7) 或 (4, 6)。 由 于 这 2 条 线 只 能 相交 1 次 ， 因 此 五 Ж, 
上 上 数 的 分 布 只 有 2 种 可 能 ,一 种 是 工 为 (1,，10, 3, 8), L, М (2, 
10, 4, 6); Я-ЖЕЕІ, 为 (1, 10, 5, 6), 1, (2, 10, 3, 7). 
现 设 第 三 条 线 L, 是 包含 3 的 (当然 不 会 再 包含 10)， 则 对 于 上 述 工 、 
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L, 组 合 的 第 一 种 可 能 ，L; 必须 包含 L, 中 不 是 10 的 某 个 数 ， 即 (2, 4, 
6) 之 一 ; 而 六 中 也 有 3， 因 此 (1, 3, 8) 这 3 个 数 都 不 可 能 再 出 现 
1, 上 。 也 就 是 说 ,，L; 上 有 3， 还 有 一 个 数 最 大 是 6，2 者 相 加 为 9， 
12 个 数 只 能 是 5、7， 无 法 形成 幻 和 ， 所 以 是 不 可 能 的 。 

再 看 对 于 L、L 组 合 的 第 2 种 可 能 ，L; 上 唯一 可 能 的 组 合 是 (3, 
б, 4, 9), У 共有 6。 这 时 我 们 假设 有 第 四 条 线 L 包含 4， 但 不 包 
含 3。 这 样 L, 中 必须 包含 8， 因 为 它 不 在 Ц, [,, [3 中 ， 而 每 个 数 必须 
出 现在 2 条 线 上 ， 男 一 方面 ，L 中 必须 包含 1 或 5， 因 为 它 必须 与 相 
交 ， 而 六 中 的 10 已 与 共有 , 6251, 共有; ЖІ 中 必须 包含 2 
或 7， 因 为 它 也 必须 与 L, 相交 ， 而 L, 中 的 10 已 与 5 共有, 3 D, 5 L, 
共有 。 不 管 取 哪 种 可 能 组 合 即 (4, 8, 1, 2), (4, 8, 1, 7), (4, 8, 
5, 2), (4, 8, 5, 7), ЖММ РАЈА, = ЕНІ ~ 10 是 不 
能 构成 幻 五 星 的 。 

在 用 连续 数 不 能 构成 幻 五 星 的 情况 下 ， 我们 只 能 用 非 连 续 数 去 构成 
约 五 星 了 。 ; ыы, 6-26 (а) 1-6, 8 ~ 10 
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ЖИ 12, НИЕ 77 和 11， 幻 和 为 24。 用 这 组 数 可 构成 12 种 不 同 结构 
的 幻 五 星 。 图 6-26 (b) 是 用 索 数 构成 的 幻 五 星 ， 纪 和 为 84; 而 
图 6-26 (c) 是 用 10 个 连续 过 数组 成 的 最 小 可 能 的 幻 五 星 ， 纠 和 是 
55816, 


人 Í 幻 矩 形 


所 谓 幻 矩形 是 指 n x m 的 数字 阵列 ， 具 有 有 茶 些 特殊 的 数学 性 质 。 约 
和 矩形 的 构成 想起 来 似乎 比 其 他 变形 筷 方 容易 ， 但 实际 上 很 难 ， 因 此 能 见 
到 的 设计 得 精巧 的 幻 矩 形 远 少 于 其 他 变形 幻 方 (如 幻 贺 、 纠 星 等 )。 
图 6-27 给 出 的 一 个 是 为 数 不 多 的 幻 矩形 中 较为 成 功 的 一 个 ， 它 是 一 个 4 
х8 的 方 阵 ， 填 人 1 ~32， 甚 每 列 4 数 之 和 均 为 66， 而 每 行 8 数 之 和 则 
均 为 132， 恰 为 66 之 2 倍 ， 此 外 ， 其 左右 两 半 2 个 4x4 方 阵 2 对 角 线 
上 8 数 之 和 则 都 是 132。 这 是 目前 已 知 的 对 称 性 最 好 的 约 矩 形 ， 是 谁 发 
明 的 已 不 得 而 知 。 它 的 构成 与 约 方 的 连续 摆 数 法 有 些 近似 。 


НН 6-27 ЖЖМ 


和 辽宁 师范 大 学 的 周 开 其 先生 构成 了 一 个 与 上 述 幻 和 矩形 有 相同 性 质 ， 

但 比 它 大 得 多 的 16 х 32 НА] ЖЖ, ШИ 6-28 所 示 。 在 其 中 填 人 0 ~ 

511, 16 数 之 和 均 为 4088; 每 行 32 数 之 和 ， 以 及 左右 两 半 2 个 16 

х16 方 阵 2 对 角 线 上 32 ЖЖ, Е 8176, 48254088 的 2 倍 。 这 是 笔 
者 见 到 的 最 复杂 而 精巧 的 约 矩 形 之 一 。 
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ШТ 


ВЕЕР ЦИИ 6-29 所 示 ， 在 西方 被 叫做 
magic hexagon。 我 们 认为 把 它 叫 做 魔 蜂 视 
更 形象 和 直观 一 些 。 这 是 由 19 个 六 边 形 组 
成 的 一 个 蜂 帘 状 的 阵列 ， 内 中 填 入 1 ~ 19， 
使 得 每 条 直线 (垂直 、 左 斜 或 右 斜 ， 每 条 
直线 上 包括 3 个 、4 个 或 5 个 数 ) 的 数字 
之 和 都 相等 ， 等 于 38， 因 此 共有 15 #4] 
和 ， 相 当 于 19 子 作 49 子 用 。 关 于 魔 蜂 窝 
的 来 历 ， 有 2 个 不 同 的 说 法 。 一 个 说 法 是 : 图 6-29 Шт 
它 最 早 由 莫 国 一 个 叫 Isle of Мап 的 小 品 上 
一 所 叫 Andreas school 的 学 校 的 一 名 教师 威廉 . 拉 得 克利 夫 ( William 
Radcliffe) 在 1895 年 发 明 ， 并 以 “38 2%” (38Puzzle) 为 名 进行 了 专 
利 申 请 ， 在 英国 和 美国 获得 专利 。 但 是 他 的 市 场 开 发 没有 成 功 ， 逐 渐 潭 
没 了 。60 年 以 后 ， 一 个 叫 汤姆 . 威 殉 斯 (Tom Vickers) 的 人 重新 发 现 
了 魔 蜂 窝 ， 将 之 公布 在 1958 年 12 月 的 “数学 杂志 ” (Тһе Mathematical 
Gazette) 上 。 男 一 个 说 法 是 魔 蜂窝 由 一 个 叫 克 利 福 德 " 亚当 斯 ( Clifford 
W. Adams) 的 铁路 职工 花 了 50 多 年 时 间 发 明 的 。 亚 当 斯 就 职 于 伦敦 以 
西 约 80 公里 处 的 雷 丁 的 铁路 公司 (Reading Railroad Со. ) ， 是 一 个 业余 
的 数学 迷 ， 从 1910 年 就 开始 琢磨 构造 魔 蜂 富 。 为 此 ， 他 用 纸板 前 了 19 
块 六 角形 ， 上 面 写 上 1 ~19, 一 有 空 就 摆弄 ,但 始终 没有 成 功 。 退 休 以 
后 他 有 了 更 多 时 间 ， 就 更 致力 于 魔 蜂 窝 的 开发 ， 甚 至 病 了 在 病床 上 也 继 
续 摆弄 他 的 19 块 纸板 ， 终 于 在 1957 年 在 医院 里 他 摆 成 了 魔 蜂窝 ! 这 使 
他 欣 言 若 狂 ， 赶 忙 用 纸 把 麻 蜂 窝 记 录 下 来 。 没 有 想到 的 是 ， 在 出 院 的 时 
修 ， 他 把 记录 磨 蜂 窒 的 纸 片 给 弄 丢 了 ! ЖЕСІ, АЕ ЕЕЕ ЖЕНЕ 
窒 恢 复出 来 ， 这 一 试 又 耗费 了 他 5 年 时 间 ， 到 1962 年 12 Н, ЕТЕ 
= I 
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一 本 书 中 找到 了 他 记录 魔 蜂窝 的 纸 片 ， 这 才 赶 紧 把 它 寄 给 著名 的 娱乐 数 
学 专家 伽 德 纳 ， 使 之 公 之 于 世 。 看 来 这 两 种 说 法 都 是 真 的 ， 这 说 明 魔 蜂 
窝 是 一 项 同时 发 明 ， 就 像 集成 电路 是 基 尔 比 和 详 伊 斯 两 人 同时 独立 发 明 
的 一 样 。 


魔 蜂 窝 公布 以 后 ， 引 起 人 们 极 大 的 兴 
趣 ， 许 多 人 想 构造 出 新 的 魔 蜂窝 。 所 谓 新 的 
魔 蜂 窝 ， 一 指 同样 大 的 蜂窝 ， 但 有 不 同 的 数 
字 分 布 ， 二 指 构造 更 大 的 魔 蜂 窝 ， 比 如 在 已 
有 魔 蜂 窜 的 四 周 再 添 一 圈 18 个 蜂窝， 让 它 仍 
具有 以 上 特性 。 至 于 比 现 有 魔 蜂 窝 小 的 蜂窝， 
不 可 能 具有 这 一 特性 ， 这 从 图 6-30 中 很 容易 
看 出 来 : 要 使 x +y =x +z， 势 必要 使 y =z， 
而 一 个 蜂窝 中 是 不 允许 有 2 个 蜂 梨 中 放 同样 

en 的 数 的 。 但 人 们 在 构造 新 魔 蜂 窝 方面 的 努力 

始终 没有 取得 成 果 。 后 来 ， 洛 杉 矶 的 数学 家 
查尔斯 . 特 里 格 (Charles W. Trigg) 在 1963 
年 证 明 ， 用 连续 的 自然 数 1，2，3，… 能 构成 的 魔 蜂 帘 只 此 一 家 ， 别 无 分 
店 ! 至 此 ， 人 们 才 放 弃 在 这 方面 作 无 效 的 努力 。 特 里 格 的 证 明 方法 如 下 ; 

对 于 直径 为 了 的 蜂窝 (d 当然 只 能 取 奇 数 ) ， 蜂 集 个 数 为 (3 +1)/ 
4 个 ， 因 此 填 和 人 其 中 的 数 为 1 ~ (34 +1)/4， 其 和 为 
因此 ， 每 列 上 数 之 和 应 为 


55 [92 + 184 + 2) 


显然 只 有 d=5 时 ， 该 数 为 正 整数 。 因 此 魔 蜂窝 只 有 4 =35 的 一 种 。 
特 里 格 的 证 明 当 然 是 正确 的 ， 但 并 不 完美 ， 因 为 他 只 证 明了 475 
的 魔 蜂窝 不 存在 ， 但 未 证 明 d =5 的 魔 蜂 窒 有 了 唯一 的 数字 分 布 。 
1969 年 ， 滑 铁 户 大 学 2 年 级 的 学 生 弗 朋克 ' 阿 菜 尔 〈Frank Allaire) 
ЕН 
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给 出 了 一 个 更 加 出 色 的 证 明 ， 为 魔 蜂 需 的 研究 
划 上 了 一 个 完美 的 句号 。 对 阿 莱 尔 的 证 明 感 兴 
趣 的 读者 可 参阅 《数学 珍宝 》 第 一 卷 (К. 
Honsberg: Mathematical Сетз 1) 。 这 里 需要 指出 
的 是 ，17 世纪 的 朝鲜 数学 家 Choe Sok- Chong 
(1646 ~ 1715) 就 曾经 发 明 过 一 个 不 完整 的 魔 蜂 
窝 ， 见 图 6-31。 在 他 的 这 个 缺少 2 侧 2 ЕЕЕ 
的 蜂 贸 中 ， 他 在 每 个 蜂 嘛 的 每 个 顶点 上 都 放 一 图 6-31 朝鲜 数学 家 17 
ТЖ, АН, 5 ТЕН 20 个 数 ， 从 1 - 20, ”世纪 发 明 的 魔 蜂窝 
Ш-Н б 数 之 和 均 为 63 ， 其 构思 也 十 

分 精巧 (参阅 映 国 数学 史学 会 前 主席 Tvor Grattan- Guinness 所 著 . Тһе 
Rainbow of Mathematics, W. W. Norton & Со. ，1997 ) 。 
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幻 环 也 是 变形 幻 方 中 的 一 种 。 所 谓 幻 环 就 是 若干 圆 以 某 种 方式 相 
交 ， 在 其 分 割 出 的 空间 中 分 布 自然 数 ， 使 符合 一 定 条 件 (通常 是 位 于 各 
个 圆 中 的 寿 干 数 之 和 相等 )。 幻 环 的 种 类 很 多 , 也 有 许多 构造 方法 ， 我 
们 这 里 只 介绍 由 几 个 同样 大 小 的 圆 相 交 所 构成 的 幻 环 ， 更 多 的 幻 环 可 参 
阅 昆明 理工 大 学 杨 高 石 教授 编著 的 《 幻 环 探 秘 》 (国际 文化 出 版 公司 ， 
2005 ) 。 

图 6-32 是 一 个 国庆 55 周年 纪念 幻 环 。 这 个 幻 环 是 由 8 个 圆 相 交 形 
成 的 ， 形 状 像 一 条 盛开 的 玫瑰 ， 非 常 美丽 。8 圆 相 交 分 割 出 57 个 空间 ， 
填 人 1 ~57。 它 的 巧妙 之 处 是 位 于 中 心 的 正好 是 中 华人 民 共 和 国 成 立 55 
周年 的 周年 数 55， 而 其 下 对 称 分 布 着 1949 和 2004， 以 及 表示 “十 一 ” 
国庆 的 10 和 1。 每 个 加 中 28 数 之 和 为 999， 寅 意 国运 长 久 。 

2001 年 7 月 13 日 ,国际 奥 委 会 在 莫斯科 会 议 上 表决 通过 由 北京 承 
办 2008 年 的 第 29 届 奥 林 匹 克 运 动 会 ， 使 全 国 一 片 欢腾 。 在 申奥 过 程 
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中 ， 杨 高 石 先生 为 表达 对 申奥 的 支持 ， 以 五 环 为 背景 ,发 起 “ 纠 五 环 ” 
征 解 活动 ， 引 起 全 国 中 小 学 生 的 广泛 兴趣 ， 参 加 者 踊跃 ， 最 后 获得 4 组 
解答 ， 如 图 6-33 所 示 ， 其 中 幻 和 为 11 和 14 的 各 有 一 解 ， 幻 和 为 13 的 
有 2 个 解 。 申 奥 成 功 后 ， 杨 高 石 先生 和 中 国 幻 方 研究 者 协会 秘书 长 王 忠 
汉 先 生 把 这 4 个 幻 五 环 制 成 铜 质 彩色 纪念 屏 送 给 北京 奥 申 委 。 王 忠 汉 先 
生 后 来 义 开 发 出 如 图 6-34 所 示 的 幻 五 环 ， 其 特点 是 : 

(1) 环 中 的 15 个 数 都 是 素数 ; 

(2) 每 个 圆 中 的 4 数 或 6 数 或 8 数 之 和 都 是 2008， 正 是 北京 奥运 
会 举行 的 年 份 。 


6-32 国庆 55 周年 纪念 幻 环 


о _— _—Е 
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в” 
图 6-34 ”北京 奥运 会 纪念 幻 五 环 


7 进一步 的 “ 幻 中 之 幻 ” 


人 们 认识 事物 ， 总 是 由 简 到 繁 ， 由 表 及 里 ; 人 们 探索 自然 和 科学 中 
的 奥秘 ， 也 总 是 由 浅 到 次， 由 低级 到 高 级 。 对 约 方 的 认识 和 研究 也 是 这 
样 。 在 第 4 革 中 ， 我 们 介绍 了 一 些 “ 幻 中 之 幻 "， 是 在 普通 幻 方 的 基础 
Е, ИД Г-З, ХА, ЕХАЛ, ИВО 
和 ] 方 等 等 。 本 章 进 一 步 介 绍 一 些 “ 幻 中 之 幻 "， 其 复杂 程度 要 比 第 4 章 
中 的 约 方 高 出 许多 。 


ШЕТІ 


ХАТА (bi- magic square， 或 doubly magic square) 有 两 种 含义 ， 一 

种 是 指 某 个 幻 方 既 是 加 约 方 ， 又 是 乘 约 方 ， 具 有 “双重 国籍 "; 另 一 种 
是 指 约 方 中 的 数 按 行 、 列 、2 条 对 角 线 相 加 都 相等 ， 而 把 这 些 数 都 取 平 
方 以 后 再 按 行 、 列 、2 条 对 角 线 相 加 仍然 都 相等 ， 即 幻 方 背 后 隐藏 着 又 
一 个 约 方 。 前 一 种 含意 的 一 个 双 幻 方 如 图 7-1(a) 所 示 ， 它 既是 一 个 弥 
和 为 840 的 加 法 幻 方 ， 同 时 又 是 一 个 幻 方 毅 数 为 2 058 068 231 856 000 
的 乘法 幻 方 。 后 一 种 含意 的 双 幻 方 如 图 7-1(b),， 表层 幻 和 为 260， 深 层 
ІІІ 180。 后 一 种 含意 的 双 幻 方 首先 是 弗 洛 芳 夫 (Frolow) 于 1892 
年 发 现 的 ， 引 起 众多 数学 家 的 兴趣 。 到 1901 年 ， 赖 利 ( A. Rilly) 已 给 出 
200 多 个 双 约 方 ， 且 证 明 8 阶 以 下 不 可 能 有 这 样 的 双 幻 方 。 但 图 7-1(b) 
中 的 8 阶 双 幻 方 是 肖 次 〈(M. Н. Schots) 发 现 的 。 图 7-2 中 我 们 给 出 由 杜 
德 尼 发 现 的 又 一 个 双 幻 方 ， 其 表层 的 幻 和 也 是 260， 它 的 每 一 个 数 取 和 平 
方 后 所 形成 的 深层 幻 方 的 幻 和 也 为 11 180。 但 值得 注意 的 是 ， 这 个 幻 方 
中 的 16 个 2x2 小 方 了 泗 中 ， 两 对 角 线 上 数字 之 和 均 为 65， 因 此 还 是 一 个 
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半 泛 对 角 线 约 方 ， 而 且 这 16 个 小 方 阵 4 数 之 和 也 都 相等 。 但 它 不 是 个 
对 称 幻 方 ， 因 此 可 称 之 为 “几乎 最 完美 的 约 方 ” (almost most perfect 


magic square) 的 双 幻 方 。 
el te 
БГІГІГІГІГІГІГІ 
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ІЛЕ 
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162 | 207 


ЗСЗ 
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ВЕНЕ 
ЕЕ 
K ms 
әркет |] 

#7-2 杜 德 尼 的 双 幻 方 

图 7-3 给 出 了 一 个 9 阶 对 称 的 双 幻 方 ， 是 由 希 思 (К.У. Heath) 发 
现 的 。 其 表层 幻 方 的 纠 和 是 369， 而 深层 纠 方 的 幻 和 是 20 049。 图 7-3 
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个 拉丁 方 (Latin square) ， 即 所 有 行 、 列 、2 条 主 对 角 线 上 的 “个 位 数 ” 
和 “十 位 数 ” н. 8 这 9 个 数字 。 读 者 当 不 
难 把 它 恢复 为 十 进 制 形式 的 数 。 
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图 7-3 9 阶 对 称 双 幻 方 

在 双 约 方 的 基础 上 ， 人 们 以 后 又 进一步 发 现 了 “三 次 约 方 ”(〈tre- 
bly- magic square) ， 即 幻 方 中 的 数 不 但 取 平 方 后 仍 为 幻 方 ， 取 立方 后 也 
仍然 是 幻 方 。 这 样 ， 在 一 个 纠 方 背后 ， 竞 然 还 隐藏 着 2 个 进一步 的 约 
Ж! 构成 这 样 的 幻 方 当然 十 分 困难 。 学 术 界 原先 认为 三 次 幻 方 的 阶 不 可 
能 低 于 64。 但 后 来 陆续 有 人 构造 出 了 32 阶 以 至 16 阶 的 三 次 幻 方 。 目 前 
这 方面 的 世界 记录 是 12 阶 ， 首 先 由 德国 学 者 特 鲁 姆 泼 ( Walter Trump ) 
于 2002 年 构成 。2003 年 2 月 ， 延 安 教育 学 院 的 高 治 源 和 西藏 地 质 调查 
院 的 潘 风 锥 合作 ,一举 编 出 2 个 12 阶 三 次 幻 方 ! 我 们 这 里 给 出 其 中 的 
一 个 ， 见 图 7-4。 这 个 幻 方 的 幻 和 为 870， 各 数 取 平方 后 的 幻 和 为 
83810， 各 数 取 立方 后 的 幻 和 为 9082800. 
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87-4 中 国学 者 创造 的 12 阶 三 次 幻 方 


КЕР ( 魔方 ) 


20 世纪 70 年 代 末 、80 年 代 初 ， 全 世界 曾经 风行 一 种 由 匈牙利 学 者 
发 明 的 智力 玩具 叫 魔方 ， 它 是 由 3 x3 x3 个 小 方块 组 合 在 一 起 但 能 各 个 
方向 转动 的 立方 体 ， 每 个 小 立方 体 表面 涂 以 不 同 颜色 ， 要 求 把 大 立方 体 
的 6 个 表面 都 转 成 同一 颜色 。 我 们 这 里 的 魔方 或 叫 幻 立 方 是 指 n xn xn 
的 3 ОУ, Жа? 个 行 (row), n° 个 列 (column), п? 个 纵 列 《pillar 
或 Ше) 以 及 4 条 空间 对 角 线 上 的 п 个 数 之 和 都 相等 ， 这 叫 基 本 魔方 或 
叫 “ 半 完美 魔方 ” (semiperfect magic сибе); 如 果 3 个 方向 上 的 每 个 横 
截面 本 身 就 都 是 幻 方 ， 即 不 但 行 、 列 上 个 数 之 和 等 于 幻 和 ， 其 2 条 主 
对 角 线 也 都 等 于 红 和 ， 那 么 就 叫 “ 和 完美 魔方 ” (perfect magic сибе). № 


然 ， 不 管 是 半 完 美的 还 是 完美 的 ， 魔 方 的 幻 和 应 等 于 了 n(n +1) ; ЖЖ 
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美 魔方 中 有 3n РРА), ДЕЈ п Ж Н 3n +4 组 ， 完 美 
魔方 则 有 3 (п+2) АНХ (ЕТЖЖ, ЖЕ, 03 个 方向 上 各 
有 个 外 ， 通 过 立方 体 每 一 对 相对 边 的 截面 也 是 一 个 幻 方 ) ， 满 足 幻 和 
的 n 数 之 和 有 3n +бп +4 sk 3п(п+2) +4, 

可 以 证 明 ， 不 管 是 半 完 美的 还 是 完美 的 魔方 ， 对 于 单 偶 阶 即 阶 
n=2(2m+1) 形 式 的 情况 是 不 存在 的 ， 而 对 奇数 阶 及 双 偶 数 阶 (n =2， 
2m) ， 人 们 已 经 找 出 了 构造 的 方法 ， 而 且 从 数学 上 给 予 了 一 般 的 证 明 。 
由 于 比较 繁复 ,我 们 这 里 就 不 介绍 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 鲍 尔 的 娱乐 
数学 名 车 (У. У. В. Ball: Mathematical Recreations апа Essays London: 
Macmillan & Со. ，1956，217 ~ 221 ) 。 下 面 我 们 由 低 阶 到 高 阶 介绍 几 个 
有 趣 的 魔方 。 

ІҢ 7-5 是 一 个 最 简单 的 3 阶 基 本 魔方 ， 幻 和 为 42,， 共 31 组 。 图 中 
把 魔方 分 解 成 顶层、 中 间 层 和 底层 3 层 展示 。 已 经 证 明 ， 构 成 3 阶 和 4 
阶 完 美 魔方 是 不 可 能 的 。 


图 7-5 3 阶 基本 魔方 


3 阶 魔方 不 可 能 是 完美 的 可 用 反 证 法 证 明 如 下 : 设 有 3 МЕ Еж 
方 ， 取 平行 于 该 立方 体 表面 的 任 一 方 阵 ， 设 它 的 第 一 行 中 的 3 个 数 是 
А, В, С, = 4rrB89 3 432 D. Е, F, НИ — T 3k Х. 
因为 3 阶 魔方 的 幻 和 为 入 ， 它 又 是 完美 的 ， 所 以 必 有 以 下 等 式 

A+B+C=42 
D +E + F =42 
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(A+X+F)+(C+X+D)+(B+X+E)=3x42 
3X+(A+B+C)+(D+E+F) =3 x42 

H jk, 3Х-42, Х-14 

注意 ,我们 以 上 的 讨论 是 针对 魔方 中 的 任意 一 个 截面 进行 的 ， 
因此 结论 适用 于 魔方 中 的 任意 截面 ， 也 就 是 说 ， 魔 方 中 任 意 截面 的 
正中 元 素 都 应 取 值 14 。 但 按 规定 ， 魔 方 中 任 意 一 个 数 都 不 能 重复 出 
现 ， 这 就 证 明了 3 阶 完美 魔方 是 不 可 能 存在 的 。 

图 7-6 是 一 个 4 阶 基本 魔方 ， 纪 和 为 130。 它 虽然 不 是 一 个 完美 魔 
方 ， 却 是 一 个 泛 对 角 线 魔方 《pan- diagonal magic cube) ， 因 为 它 不 但 有 
基本 魔方 的 3 .4 +4=196 个 行 、 列 、 纵 列 、 对 角 线 等 于 幼 和， 还 有 一 
批 空间 的 折 对 角 线 (space broken diagonal) 上 4 数 之 和 也 等 于 纠 和 。 对 
于 4 阶 魔方 的 情况 ， 空 间 折 对 角 线 的 形成 有 2 种 情况 ， 一 种 是 立方 体 的 
每 个 顶 角 同 去 掉 这 个 项 角 所 在 的 3 个 方向 上 的 3 个 层面 后 ， 留 下 的 那个 
3 x3 x3 的 小 立方 体 的 4 条 对 角 线 ， 形 成 4 条 空间 折 对 角 线 。8 个 顶 角 
共 形 成 32 条 这 样 的 空间 折 对 角 线 。 我 们 下 面 只 给 出 其 中 的 一 组 ， 其 他 
7 组 读者 可 自行 写 出 

(43, 1, 22, 64), (43, 13, 22, 52) 
(43, 61, 22, 4), (43, 49, 22, 16) 


UIEIUIEIEEIEIEIEIEIKEEEIEEEIEIE 
аз [20 61 зв 50 [47 | 2 31 [16 17 64 | 33 |51 | 46 | 3 |30 
ІІ |22 |59 |38 | 53 |44 5 |78 | 10 | 23 Е 39 
ШЕЙ 49 |48 |62 |35 |141|19| 4 


7-6 4 阶 泛 对 角 线 魔方 


形成 空间 折 对 和 角 线 的 为 一 种 情况 是 : 把 4 x4 x4 的 立方 体 看 成 是 由 
上 下 各 4 个 2x2 x2 的 小 立方 体 组 成 的 ， 上 下 左右 前 后 相对 的 2 个 小 立 
方 体 的 每 2 条 空间 平行 的 对 角 线 形成 空间 折 对 角 线 。 这 样 就 有 4 x4 =16 
条 这 样 的 空间 折 对 角 线 。 下 面 我 们 也 只 写 出 其 中 的 一 组 ， 其 他 3 组 读者 
可 自行 写 出 
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(54, 33, 11, 32), (43, 64, 22, 1) 
(30, 9, 35, 56), (3, 24, 62, 41) 
可 以 看 出 ， 第 一 种 折 对 角 线 每 一 组 中 有 2 个 数 是 相同 的 ， 而 第 二 种 
折 对 角 线 中 的 数 全 是 不 同 的 。 
为 了 使 读者 对 空间 折 对 角 线 的 构成 有 一 个 比较 具体 的 概念 ， 我 们 把 
上 述 4 阶 泛 对 角 线 魔方 夯 成 立体 形式 如 图 7-7 (层面 次 序 同 图 7-6 有 所 
不 同 ) 。 类 似 于 平面 的 泛 对 角 线 幻 方 ， 如 果 把 相同 的 泛 对 角 线 魔方 上 下 
左右 前 后 一 个 个 排列 起 来 ， 那么 任 取 其 中 的 4x4 x4 的 立方 体 仍 将 是 一 
个 泛 对 角 线 魔方 ， 任 取 一 根 长 度 为 4 的 对 角 线 其 上 数字 和 将 等 于 幻 和 。 


图 7-7 4 阶 泛 对 角 线 魔方 的 立体 示意 图 


下 面 的 图 7-8 给 出 的 也 是 一 个 4 阶 的 泛 对 角 线 魔方 ， 但 非常 有 趣 
的 是 ， 把 立方 体 的 I[、I、 焉 、RK4 层 分 解 成 4 面 铺 在 一 个 平面 上 ， 
它 竟 然 形成 一 个 8 阶 幻 方 ! 这 个 幻 方 还 有 一 个 特点 ， 即 间隔 着 在 任意 
行 、 列 、 对 角 线 上 取 4 数 之 和 都 等 于 4 阶 幻 方 的 幻 和 130。 这 个 4 阶 
魔方 优 于 前 述 4 阶 魔方 : 如 图 7-8 的 4 个 层面 ( 即 8 阶 幻 方 的 上 下 左 
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图 7-8 可 以 组 成 4 阶 魔方 的 8 阶 幻 方 


右 4 块 ) 上 ， 每 个 层面 本 身 都 是 一 个 完整 的 4 阶 幻 方 ， 不 但 行 和 列 ，2 条 
对 角 线 上 数字 之 和 也 都 等 于 幻 和 ， 也 就 是 说 ， 作 为 同样 的 泛 对 角 线 魔 
方 ， 这 个 魔方 比 前 面 那个 魔方 要 多 出 8 条 等 于 幻 和 的 直线 ， 总 数 达到 
252 条 之 多 。 这 个 魔方 也 是 海 斯 发 明 的 。 

下 面 我 们 给 出 一 个 7 阶 的 完美 魔方 如 图 7-9。 这 个 奇数 阶 的 魔方 是 
用 类 似 于 普通 幻 方 的 连续 摆 数 法 构成 的 ， 其 普通 向 量 是 (1，-2)， 中 
断 向 量 有 2 个 ， 小 中 断 向 量 用 于 确定 在 一 个 面 上 摆 7 个 数 以 后 如 何 转 到 
下 一 面 摆 数 ， 向 量 值 为 (2, 0) ; 大 中 断 向 量 用 于 确定 在 7 个 面 上 摆好 
7 x7 =49 个 数 以 后 如 何 转 到 下 一 轮 的 49 个 数 ， 向 量 值 为 (0，1)。 摆 
数 过 程 中 ， 设 想 行 、 列 、 面 都 是 循环 相 接 的 。 起 始 1 置 于 中 间 一 面 (TY 
面 ) 中 间 一 列 的 最 项 上 一 格 以 后 ， 按 普通 向 量 (1，-2) 在 该 面 摆好 7 
个 数 以 后 ， 按 小 中 断 向 量 (2, 0) 将 8 置 于 下 一 面 (V 面 ) 的 第 5 列 
第 3 格 〈 因 为 7 在 上 一 面 的 第 3 列 第 3 格 ) ， 开 始 下 一 组 7 个 数 的 摆 放 。 
按 上 述 办 法 摆好 40 个 数 以 后 ， 按 大 中 断 向 量 (0, 1) 将 50 ЕТІН 
49 的 下 方 ， 开 始 下 一 轮 的 大 循环 ， 直 至 把 343 个 数 全 部 摆好 ， 一 个 7 阶 
的 完美 魔方 就 形成 了 。 在 这 个 完美 魔方 中 ， 总 共有 27 个 7 阶 完全 幻 方 ， 
有 193 组 7 数 之 和 为 1204。 

从 以 上 说 明 来 看 ， 奇 数 阶 魔方 的 构成 似乎 不 难 。 但 对 于 偶数 阶 魔 
方 ， 情 形 有 所 不 同 。 例 如 ， 你 能 看 出 图 7-10 所 给 出 的 8 阶 魔方 是 怎样 构 
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成 的 吗 ? 8 阶 魔方 早 在 1875 年 就 被 发 现 了 ， 但 作者 却 没有 留 下 姓名 。 
这 个 图 上 的 8 阶 魔方 是 1970 年 由 宾夕法尼亚 州 当时 年 仅 16 岁 的 高 中 生 
迈 尔 斯 (Myers) 独立 发 现 的 。 这 个 魔方 有 许多 奇异 的 性 质 : 

Q) 它 是 对 称 的 ， 即 魔方 中 任意 对 中 心 对 称 位 置 上 的 2 数 之 和 均 为 513。 

@ 魔方 中 每 条 正 交 线 和 对 角 线 上 8 数 之 和 均 为 2052。 

(9 魔方 8 个 顶 角 上 8 数 之 和 也 是 2052; 且 魔 方 内 任意 对 中 心 对 称 
的 矩形 体 的 8 角 上 8 数 之 和 也 是 2052. 

(0 整个 魔方 可 分 割 成 64 个 2 阶 的 小 立方 体 (2 x2 x2) ， 每 个 小 立 
方 体内 8 数 之 和 也 是 2052。 

@ 这 个 魔方 中 的 数 是 从 1 ~ 512。 如 果 从 513 开始 ， 顺 序 取 其 后 的 
512 个 数 ， 按 相同 分 布 规律 组 成 进一步 的 63 个 魔方 ， 连 同 原始 的 魔方 ， 
可 以 构成 一 个 64 阶 完满 魔方 。 在 此 基础 上 ， 以 相同 方式 又 可 构成 512 
阶 魔方 。 依 此 类 推 ， 可 构成 任意 8" 阶 魔方 (n=1, 2,3,…)。 


7, ) даа 


幻 方 从 平面 的 2 维 发 展 到 立体 的 3 维 以 后 ， 没 有 停止 脚步 ， 继 续 向 更 
高 的 维 数 进军 。 数 学 家 约翰 享 德 利克 斯 (John Robert. Hendricks) 先后 开 
发 出 了 3 阶 、4 阶 甚至 16 阶 的 4 维 魔方 (4D tesseract) 。 图 7-11 是 其 中 “最 
简单 ”的 一 个 3 Br 4 维 魔方 投影 到 2 维 平面 上 的 示意 图 ， 由 图 可 见 ，4 维 魔 
方 由 8 个 3 х3 x3 的 小 立方 体 组 成 ， 在 示意 图 中 ， 正 立方 体 被 投影 成 立柱 形 
式 ， 正 对 着 我 们 的 2 个 立方 体 (以 1 和 50 以 及 44 和 37 分 别 为 前 后 2 个 左 
М) 前 后 左右 各 有 1 个 立方 体 ， 上 下 也 各 有 1 个 立方 体 。 每 个 立方 体 的 
上 下 、 左 右 、 前 后 6 个 外 侧面 分 别 同 男 外 1 个 立方 体 所 共有 ， 因 此 共 形 成 
16 个 顶点 ，32 条 边 。 除 了 每 个 立方 体 的 所 有 行 、 列 、 纵 列 、4 条 对 角 线 都 
ЖЕСІЖІ 123 之 外 ， 相 对 顶点 之 间 有 8 条 连 线 (这 也 叫 对 角 线 吧 ! 但 是 是 4 维 
立方 体 的 对 角 线 )， 它们 是 (1, 81), (42, 40), (61, 21), (50, 32), 
(44, 38), (73, 9), (14, 68), (57, 25), Х8 根 对 角 线 相交 于 4 维 立 方 
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体 的 中 心 ， 恰 好 是 1 ~81 的 中 心 数 41， 因 此 这 些 对 角 线 上 的 3 数 之 和 也 都 是 
КЖ 123, УЬ, 4 维 立方 体 的 32 条 边 两 两 相对 的 边 的 中 点 的 连 线 也 都 相交 
于 4 维 立方 体 的 中 心 ， 并 形成 纪 和 ， 如 (72, 10), (6, 76), (56, 26) 
等 , 16 组。 


图 7-11 4 维 魔方 


享 德 利克 斯 证 明 ， 可 以 构成 58 个 不 同 结构 的 3 阶 4 维 魔方 。 而 4 
阶 4 维 魔方 还 能 构成 “ 泛 对 角 线 ”的 ， 亨 德 利 克 斯 自己 就 开发 出 了 一 
个 这 样 的 泛 对 角 线 4 阶 4 维 魔方 。 


| | 一 些 奇特 的 魔幻 方 


前 面 我 们 介绍 了 3 维 、4 维 的 幻 方 ， 我 们 把 它们 叫做 魔方 。 现 在 我 
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们 再 回 到 2 维 的 幻 方 ， 介绍 一 些 令 人 菲 夷 所 思 的 幻 方 。 为 了 强调 其 奇 
特 ， 我 们 把 它们 叫做 “魔幻 方 ”。 

首先 一 个 魔幻 方 是 “ 易 位 纪 方 ”如 图 7-12 (a)。 这 个 幻 方 是 一 个 非 连 
续 数 4 阶 纠 方 ， 其 幻 和 为 242。 如 果 你 把 这 个 约 方 中 所 有 数 的 个 位 与 十 位 互 
易 位 置 ， 如 % Я) 69, 25 变 成 52， 如 此 等 等 ， 成 为 图 7-12 (b), (ка 
奇 地 发 现 ， 它 不 但 仍然 是 约 方 ， 而 且 纠 和 也 维持 不 变 ， 仍 然 是 242。 你 说 奇 
特 不 奇特 ?这 个 和 4] 方 在 西方 被 叫做 “mirror magic square”， 不 知道 是 谁 发 明 
的 。 


СЗЕ3Е2Е3 
0808 
тезе 9) ЕСЕСІ 
ЕАС [alslalo 
(a) (b) 
图 7-12 易 位 幻 方 

下 一 个 魔幻 方 是 “颠倒 幻 方 ， 如 图 7-13 (a) ， 这 也 是 一 个 4 阶 的 
非 连续 数 幻 方 ， 其 幻 和 为 264。 这 个 幻 方 中 只 用 了 4 个 数字 ， 即 1 6, 
8,9, ШЕТАМЕ, 1 与 8 仍 为 1 与 8， 保持 不 变 ; 而 6 与 9 则 
互 易 位 置 ， 即 6 成 为 9，9 成 为 6。 因 此 把 整个 约 方 颠倒 过 来 的 话 ， 就 成 
为 图 7-13 (5), 令 人 惊奇 的 是 ， 它 也 仍然 是 一 个 幻 方 ， 而 且 幻 和 同样 
是 264! 实际 上 ， 由 于 佚名 作者 的 精心 安排 , 正 看 和 其 倒 着 看 的 这 两 个 
约 方 中 的 16 个 元 素 完 全 是 相同 的 ， 只 是 行 、 列 位 置 发 生 了 变动 而 已 。 
除了 这 个 令 人 惊叹 不 已 的 特性 外 ， 这 2 个 幻 方 的 对 称 性 也 非常 好 ， 除 了 
行 、 列 、2 条 主 对 角 线 上 4 元 素 之 和 为 幻 和 外 ， 它 们 的 2 条 “2 +2” 形 
式 的 折 对 角 线 也 等 于 幻 和 ， 此 外 ， 还 有 许多 “四 角 方 ”也 都 等 于 幻 和 ， 
如 (61, 88, 99, 16), (19, 96, 81, 68), (86, 69, 18, 91), (98, 
69, 81, 16) 等 。 
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图 7-13 颠倒 幻 方 


以 上 2 个 魔幻 方 的 发 明 者 都 已 失传 。 下 面 介绍 的 第 3 ТЕ] УЕ 
还 留 有 发 明 人 姓名 ， 是 阿根廷 首都 布 宜 诺 斯 艾 利 斯 的 罗 道 尔 夫 “' 库 尔 
欣 ， 他 发 明了 一 个 “ 泛 数 字 幻 方 ”(pandigital magic square ) 。 所 谓 泛 数 
字 幻 方 是 指 "ЛЕП 个 数 ， 每 个 数 都 恰恰 是 由 0 ~9 这 10 个 不 
同 的 数字 所 组 成 的 10 位 数 ， 而 每 行 、 每 列 、2 条 主 对 角 线 上 数字 之 和 
即 幻 和 也 是 由 10 个 不 同 的 数字 所 组 成 的 10 位 数 。 图 7- 14 就 是 库 尔 欣 所 
发 明 的 泛 数字 4 阶 幻 方 。 由 图 可 见 ， 幻 方 中 的 10 位 数 的 数字 分 布 是 很 有 
规律 的 : 前 2 位 都 是 10， 其 后 的 位 顺 次 是 2 或 3, 6 或 7, 8 或 9, 4 或 5， 
然后 对 称 地 又 出 现 6 或 7, 2 或 3, 8 或 9, 4 或 5。. 通 过 巧妙 的 安排 , 使 
行 、 列 、 对 角 线 上 10 数 之 和 都 相等 ， 且 和 也 是 泛 数字 的 10 位 数 ， 即 
4129607358， 从 0 到 9 这 10 个 数字 都 出 现 一 次 也 只 出 现 一 次 。 库 尔 欣 认 
为 ， 他 的 这 个 4 阶 泛 数字 幻 方 是 可 能 的 泛 数字 幻 方 中 阶 数 最 小 的 ， 而 其 泛 
数字 幻 和 (pandigital magic sum) 也 是 可 能 的 泛 数 字 幻 和 中 之 最 小 者 。 


7-14 库 尔 欣 的 泛 数 字 4 阶 幻 方 


我 们 再 介绍 由 斯 潘 塞 (Donald D. Spencer) 开发 的 一 个 魔 三 角 ， 如 
Я 7-15 所 示 。 这 个 魔 三 角 中 有 三 个 3 ИА] А, В, 分 布 在 正三 角形 
的 3 条 边 上 。 它 的 令 人 叫绝 之 处 是 : 

(1) C 中 任 一 方 格 中 的 数 的 平方 等 于 4 和 B 中 相应 方 格 中 数 的 平 
方 之 和 ， 例 如 
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纪 方 与 素数 


图 7-15 МЕЖ 
40° = 242 + 322 
(2) C 中 任意 2 个 或 更 多 个 方 格 中 的 数 的 和 之 平方 等 于 4 相应 方 格 中 
数 的 和 之 平方 如 B 相应 方 格 中 数 的 和 之 平方 ， 例 如 
(40-5): = (24 +3)? + (32 +4)° 
(40 + 20 +30)? = (24 + 12 +18)? + (32 + 16 + 24)? 
(40 + 15 +5 + 25)? = (24 +9 +3 + 15)? + (32 + 12 +4 +20)? 
(3) 由 此 可 导出 以 下 结论 ， 即 C 中 任意 行 或 列 或 对 角 线 (包括 主 对 
角 线 ， 折 对 角 线 ， 曲 对 角 线 ) 中 数 的 和 之 平方 ， 等 于 4 中 相应 行 或 列 或 
对 角 线 中 数 的 和 之 平方 ， 加 上 В 中 相应 行 或 列 或 对 角 线 中 数 的 和 之 平方 。 
(4) 进一步 可 导出 以 下 结论 : C 中 所 有 数 的 和 之 平方 等 于 4 中 所 有 
数 的 和 之 平方 加 上 В 中 所 有 数 的 和 之 平方 。 
所 有 以 上 这 些 性 质 ， 可 以 用 以 下 公式 表示 
С = д? + B° 
换 句 话说 ， 可 以 把 4、B、C 这 3 个 幻 方 看 成 是 由 直角 边 4 和 B 以 
及 斜 边 C 组 成 的 直角 三 角形 ， 满 足 基本 关系 式 C” =4 +В’, ЩИ 
不 奇妙 ? 值得 注意 的 是 ， 这 3 个 幻 方 中 用 的 数 只 从 1 # 45, 其 中 只 有 
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12、15、20、24 这 4 个 数 各 被 用 了 2 次 。 

我 们 最 后 要 介绍 的 一 个 魔幻 方 见 图 7-16 (a)。 读 者 看 了 这 个 图 也 
许 会 说 ， 这 不 是 一 个 用 典型 的 连续 摆 数 法 构成 的 普 普 通通 的 3 阶 幻 方 ， 
同 图 2-1 一 模 一 样 的 吗 ? 有 什么 奇特 之 处 呢 ? 是 的 ， 这 是 一 个 5 阶 约 方 ， 
表面 上 看 并 无 奇特 之 处 。 但 是 美国 明 尼 阿 波 利 斯 城 有 一 个 名 叫 洛 贝克 
(Т. Е. Lobeck) 的 有 心 人 在 仔细 研究 了 这 个 约 方 以 后 ， 发 现 这 个 幻 方 同 
АН т 存在 着 密切 的 关系 ! 洛 贝 克 把 5 阶 约 方 中 的 1 ~25 Я т 
的 第 1 ~25 位 即 3. 141592653589793238462643 代替 ， 形 成 如 图 7-16 (b) 
的 方 阵 ， 这 个 方 阵 不 但 5 纵 5 横 5 数 之 和 都 是 17、23、24、25 和 29, 它 
的 2 条 对 角 线 上 数字 之 和 38 与 27 相 加 为 65， 正 好 是 5 АЛМА 
数 1《 物 理科 学 和 技术 百科 全 书 》 (Encyclopedia of Physical Science апа 
Technology , 3rd edition, Academic Pr. 2002) ДАХ М Ех ЕН 
间 惊 人 巧合 中 最 令 人 称奇 的 。 然 而 无 独 有 偶 ， 由 佩斯 СТ. Рарраз) 在 其 
所 著 《 数 学 的 乐趣 》 (Тһе Јоу of Mathematics, Wide World Pub. , 1989) 中 
介绍 了 幻 方 的 又 一 个 惊人 巧合 : 如 果 用 斐 波 那 契 数列 中 的 3、5、8、13、 
21, 34, 55, 89, 144 这 9 个 数 顺 次 代替 洛 书 3 阶 幻 方 中 的 1~9， 那 么 所 
形成 的 3 阶 方 阵 见 图 7-17 〈b)。 这 个 方 阵 中 3 纵 3 横 3 个 数 的 乘积 之 和 竞 
然 是 相等 的 ， 即 

(89 x3 х34) + (8 х21 х55) + (13 х 144 х5) -26678 

(89 х8 х13) +(3 x21 х144) + (34 х55 х5) =26678 
ЕТЕ 
6 із |20 22 
БІНЕН 

P: 


ll | 18 252 


17 29 25 24 23 
(а) (b) 
图 7-16 5 BtZJJr туа Ж 
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(a) 
7-17 洛 书 3 阶 幻 方 和 斐 波 那 契 数 的 奇妙 关系 
幻 方 还 有 什么 样 的 惊喜 在 等 着 我 们 ， 让 我 们 拭目以待 ， 更 需要 我 们 
去 亲自 发 据 ! 


2) 题 

对 百 变 幻 方 的 讨论 到 这 里 就 结束 了 。 大 家 可 以 看 到 ， 关 于 幻 方 还 有 
许 许多 多 未 解 之 证 有 待人 们 去 探索 ， 而 我 们 的 介绍 也 只 是 “沧海 一 
票 "， 不 可 能 穷尽 有 关 幻 方 的 无 数 有 趣 问 题 和 有 关 知 识 。 作 为 结束 ， 我 
们 给 出 一 些 有 关 数 字 阵 列 (包括 一 些 变形 幻 方 ) 的 习题 ， 有 兴趣 的 读 
者 不 妨 试 一 试 去 求解 。 

[习题 7-1] 最 简单 的 幻 立方 体 。 

在 立方 体 的 8 个 顶点 上 分 布 1 ~8， 使 每 面 4 数 之 和 均 相等 ， 如 图 7- 
18, 


ЕҢ 7-18 287-1 


[ 习题 7-2] 最 简单 的 幻 贺 ， 如 图 7-19。 
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图 7-19 习题 7-2 


在 8 个 小 圆 中 填 入 1 ~8， 使 每 线 上 4 数 和 相等 。 
[习题 7-3] 将 1~13 填 入 图 7-20 的 13 ЛЖ, ВАТ. П. 
亚 和 横向 的 区 这 几 个 直 条 上 的 方 格 中 数 的 和 均 相 等 。 


I П Ш 


ІҢ 7-20 习题 7-3 


[ 习题 7-4] 交叉 方 。 
将 1~16 填 入 16 个 小 圆 中 ， 使 每 边 4 数 和 及 2 个 交叉 正方 形 4 顶 
角 上 4 数 和 均 相 等 ， 如 图 7-22。 
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ЕҢ 7-21 习题 7-4 


| 习题 7-5 | 在 图 7-22 的 8 个 小 圆 中 填 入 1 “8. 使 任意 2 个 有 直线 
相连 的 2 个 相 邻 小 圆 中 的 数 都 不 相 邻 (如 1 和 2,， 2 和 3)。 


ЕҢ 7-22 习题 7-5 


[习题 7-6] #1-15 中 任 选 12 个 数 填 入 图 7-23 的 小 圆 中 (小 圆 共 
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13 个 ， 因 此 允许 有 1 个 数 用 2 X), 使 任意 有 直线 相连 的 3 数 之 和 均 相 
等 。 


图 7-23 习题 7-06 
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第 二 部 分 “娱乐 数学 
太一 经 典 名 题 一 一 系数 


在 第 一 部 分 中 ， 我 们 介绍 了 百 变幻 方 一 一 娱乐 数学 第 一 经 典 名 题 。 
第 二 部 分 ， 我 们 要 向 大 家 介绍 娱乐 数学 的 另外 一 个 经 典 名 题 ， 即 素数 。 
人 们 对 素数 贷 有 兴味 ， 它 有 着 悠久 的 历史 ， 许 多 大 数学 家 ， 包 括 费 马 、 
高 斯 、 欧 拉 、 莱 布 尼 茨 …… 也 都 曾经 研究 过 它 。 其 中 ， 有 些 问 题 已 经 解 
决 ， 或 者 基本 解决 ， 有 些 问 题 则 疏 怕 在 相当 长 时 间 里 还 无 望 解决 ， 如 关 
于 系数 的 许多 猜想 。 
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1992 年 3 月 下 旬 ， 英 国 原 子 能 局 哈 维尔 实验 室 的 科学 家 骄傲 地 宣 
布 ， 他 们 发 现 了 一 个 新 的 “最 大 的 素数 ”， 即 2 ”-1， 这 个 素数 拥有 
227832 位 ， 从 而 打破 了 美国 休斯敦 一 家 信息 技术 公司 在 7 年 前 所 创造 
的 纪录 ， 这 家 公司 1985 年 所 发 现 的 “最 大 素数 ”是 2”” -1,“ 只 有 ” 
65050 位 。 这 个 消息 经 媒体 公布 以 后 ， 在 世界 上 引起 了 艇 动 ， 被 认为 是 
素数 研究 中 的 一 个 重大 突破 。 笔 者 当时 曾 著 文 加 以 介绍 和 评论 ， 指 出 : 
“英国 科学 家 最 近 发 现 的 这 个 素数 是 20 世纪 最 后 一 个 年 代 发 现 的 第 一 个 
这 样 的 素数 ， 我 们 相信 ， 在 进入 21 世纪 以 前 ， 还 会 创造 几 个 新 记录 ” 
( 见 笔者 发 表 在 《知识 就 是 力量 》1992 年 10 月 号 上 的 文章 。) 笔者 的 这 
一 预言 后 来 果然 实现 ，1993 年 1995 Е. 1996 年 、1997 年 、1998 年 、 
1999 年 又 相继 发 现 了 6 个 更 大 的 素数 。21 世纪 发 现 的 第 一 个 比 它 们 更 
大 的 素数 是 2001 年 11 月 14 日 20 岁 的 加 拿 大 青年 米 哈 依 尔 : 卡 梅 隆 所 
发 现 的 2“"”“ -1， 是 一 个 拥有 4053946 位 的 数 ， 把 英国 科学 家 10 年 前 
创造 的 纪录 又 远 远 地 抛 存 了 后 面 。 

有 人 可 能 感到 奇怪 ， 素 数 不 就 是 自然 数 中 除 1 和 利和 喘 外 没有 其 他 因 
子 的 一 类 数 吗 ?在 计算 机 和 软件 高 度 发 达 的 今天 ， 为 什么 发 现 最 大 素数 
УП? 找到 一 个 最 大 素数 竟 成 了 科学 上 的 大 事 ? 是 的 ， 素 数 具 有 
许多 特异 的 性 质 和 现象 ， 千 百年 来 一 直 吸 引 着 众多 的 数学 家 对 它 进 行 研 
究 ， 虽然 已 经 揭示 了 一 些 规律 ， 但 赎 绕 着 素数 仍然 有 许多 未 解 之 访 ， 等 
待 看 人 们 去 探索 。 
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,| 素数 的 无 限 性 及 其 证 明 


关于 素数 的 第 一 个 问题 是 : 素数 究竟 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ? 这 个 问 
题 早 就 解决 了 。 早 在 2300 多 年 前 ， 和 希腊 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid， 公 元 
前 330 ~ 275) 已 经 证 明 素 数 是 无 限 的 。 他 用 的 是 反 证 法 。 假 设 素 数 是 
有 限 的 ， 最 大 素数 为 p， 那 么 考虑 所 有 素数 的 乘积 

Р-2:3.5-7.11..--“р 
现在 取 忆 +1， 显 然 ， 这 个 数 不 可 能 被 2,，3，5，7，…,，P 中 的 任 一 个 
素数 所 整除 。 这 样 ，P+1 只 可 能 有 2 种 情况 ， 一 种 情况 是 它 本 身 就 是 
素数 ; 另 一 种 情况 是 它 是 合 数 。 在 后 一 种 情况 下 ， 它 必然 要 有 一 个 大 于 
p 的 素 因 子 ， 也 就 是 说 ， 存 在 着 大 于 任意 给 定 素 数 的 素数 。 结 论 : 素数 
是 无 限 的 。 

当然 ， 证 明 素 数 无 限 不 只 这 一 种 方法 。 印 度数 学 家 马 汉 蒂 (Mahan- 
ty) 曾经 汇集 过 15 种 之 多 的 证 明 方 法 。 

由 于 素数 无 限 ， 因 此 不 存在 所 谓 “ 最 大 素数 " 。 平 常 我 们 说 “最 大 
素数 ” 指 的 是 “目前 已 知 的 最 大 素数 ”。 


В) 有 没有 素数 的 一 般 表达 式 


素数 研究 中 的 一 个 关键 问题 是 找 出 素数 的 一 般 表达 式 ， 但 这 个 追求 
长 期 没 能 实现 。1772 年 ， 欧 拉 (Leonard Ешег, 1707 ~ 1783) 给 出 了 一 
个 表达 素数 的 三 项 式 

p=x +х +41 

Чх=0, 1, 2, --, 391%, ЖЛ 40 1р Ж, B x #8 
过 39，P 就 不 是 素数 了 。 考 虑 到 p(x -1) =p( -x)， 这 个 三 项 式 实际 上 
对 x= -40, -39, -38,…,38,39 这 80 个 连续 整数 都 有 效 。 

欧 拉 的 这 个 著名 的 “素数 发 生 器 ”有 一 个 非常 有 趣 的 现象 . 如 果 我 
们 以 41 为 中 心 ， 按 逆 时 针 方向 以 螺旋 方式 排列 41. 42. 43. 、… 直 到 1641 
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成 为 一 个 40 x40 的 方 阵 ， 如 图 Г 
8-1， 那 么 ， 欧 拉 公 式 所 产生 的 | za， 
40 个 素数 绝 大 多 数 都 在 这 个 方 | ^ 
阵 的 对 角 线 上 ! 由 于 篇 幅 关系 ， 


173 
13 


353 221 


229 73 
179 101 
2 


88-1 方 阵 中 的 数 只 到 439, 但 | ， oan 


47 
| 103 59 61 


13 | 
可 以 看 到 š 其 中 一 条 对 角 线 全 Ç 107 М” Ші? 199 a 
149 


151 
197 


是 素数 | ИСУ 

其 实 ， 这 一 现象 是 所 谓 | РЕК ӘЖ 
“乌拉 姆 现象 ”的 一 个 特殊 形 m 
式 。1963 年 秋季 ， 美 国 洛斯 81 жил a a 6 
阿拉 莫斯科 学 实验 室 的 数学 家 
乌拉 姆 (Stanislaw М. 1Лат, 1909 ~ 1984) 在 参加 一 个 学 术 会 议 时 ， 因 
为 报告 既 见 长 又 缺乏 新 意 ， 丝 瞩 引 不 起 他 的 兴趣 ， 为 了 消磨 时 间 ， 他 就 
在 笔记 本 上 随手 画 了 一 个 坐标 轴 ， 把 1 放 在 中 心 ， 把 2、3、4、… 顺 序 
按 逆 时 针 方 向 以 螺旋 方式 一 层 一 层 地 分 布 在 1 的 周围 ， 然 后 把 素数 圈 了 
出 来 。 结 果 使 他 十 分 惊奇 ， 这 些 带 圈 的 素数 都 集中 在 一 些 斜 线 上 ， 如 图 
8-2。 这 就 是 著名 的 素数 分 布 的 乌拉 姆 现象 。 乌 拉 姆 后 来 还 和 他 的 同事 斯 
坦 因 (Myron Г. Stein) 和 韦 尔 期 (Mark В. Wells) 一 起 ， 对 1 ~ 10000 
以 及 更 大 的 1 ~65000 范围 内 的 素数 分 布 ， 通 过 计算 机 屏幕 进行 显示 和 
研究 ， 分 别 见 图 8-3 (a) (b) ， 仍 然 可 以 看 出 ， 在 一 定 程 度 上 ， 素 数 有 
集中 在 一 些 直 线 上 的 倾 癌 。 除 欧 拉 公式 外 ， 还 陆续 发 现 了 其 他 一 些 能 产 
生 部 分 素数 的 公式 。 例 如 

p =6x2 +6x +31 
当 x =0，1，2,…，28 时 ，p 给 出 29 个 素数 。 
p =2x° +29 
Шх--28, -27,>-, 27, 28 时 , p 都 给 出 素数 。 但 最 好 的 是 下 


р=х’ -79х +1601 
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97 |; 幻 方 与 素数 
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图 8-3 更 大 范围 内 素数 的 分 布 (a) 1-10000 (b) 1- 65000 


`4x=0, 1, 2, --., 78, 79 时 ， 它 给 出 80 个 素数 。 能 与 之 匹敌 的 
是 以 下 式 子 
р = x - 2999x +2248541 
У х =1460 ‚1461 ,---,1539 时 , 它 也 可 以 给 出 80 个 素数 。 
在 寻求 素数 公式 的 努力 中 ， 法 国 17 世纪 的 著名 数学 家 费 马 ( Pierre 
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8 素数 之 谜 


De Fermat，1601 ~ 1665) 犯 了 一 个 “历史 性 ”的 错误 。 他 在 1640 年 10 
月 宣布 了 一 个 素数 公式 
F =27 11 
这 个 公式 被 称 为 “二 乘 方 定 理 ”(theorem of binary powers ) ， 在 将 近 
一 个 世纪 的 时 间 里 ， 没 有 人 对 它 提出 疑问 ,认为 对 任意 正 整 数 n， 产生 
的 都 是 素数 (也许 这 是 因为 费 马 的 名 气 太 大 了 ,因此 没有 人 敢 对 他 提出 
的 命题 表示 怀疑 ) 。 直 到 1732 年 ， 欧 拉 首 先 发 现 这 个 公式 有 问题 。 对 于 
2=0，1，2，3，4， 这 个 公式 是 正确 的 ， 因 为 
F(0)=3 
Е 5 
Е(2) = 17 
РЭ) 5257 
Ғ(4) - 65537 
确实 都 是 素数 。 但 n=5 时 ， 结 果 却 是 合 数 而 不 是 素数 
F(5) -4294967297 -641 х6700417 
又 过 了 100 多 年 ， 即 1880 年 ， 时 年 82 高 龄 的 兰 德里 (Е. Landry) 
才 又 把 欧 拉 的 发 现 排 进 了 “一 步 "， 他 发 现 费 马公 式 在 二 =6 的 情况 下 
也 是 错误 的 ， 因 为 F(6) 至 少 可 分 解 为 274177 和 67280421310721 之 积 。 
1905 Е, 3/2844 (Ј. С. Morehead) #125 Т (А. Е. Western) 各 
自 独 立地 证 明了 К(7) ЖЕ. НН Е(7) 的 因子 。 
(7) 的 因 式 分 解 百 到 1971 年 才 由 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 的 勃 利 尔 哈 特 
( John Brillhart) 和 莫 里 森 (Michael Morrison) 借助 计算 机 完成 
Е(7)-27 +1=2' +1 =59649589127497217 
х 5704689200685129054721 
1909 年 ， 英 尔 黑 德 和 韦 斯 顿 合 作 ， 又 证 明了 (8) 不 是 素数 。 但 是 
他 们 仍然 无 法 给 出 (8) 的 因子 。F(8) 的 因 式 分 解 迟 至 1981 ЕД 
兰 特 (R. Р. Brent) 和 普 拉 特 (J. М. РоПага) 实现 ， 当 然 也 是 借助 于 计 
算 机 。 
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随后 ， 数 学 家 们 又 陆续 证 明了 对 更 大 的 n，F(n) 也 大 多 不 是 素数 ， 
并 成 功 地 找到 了 相应 的 因子 。 我 们 这 里 就 不 再 一 一 列举 了， 有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 加 拿 大 皇后 大 学 (Queens University) 的 数学 家 利 本 鲍 姆 ( Pav- 
lo Ribenboim ) 有 关 素 数 的 一 本 出 色 专 著 《The New Book of Prime Number 
Records) (Springer，1996 ) 。 根 据 该 书 的 介绍 ， 在 较 小 的 nn 中， 只 有 n=24 
和 n=28 其 费 马 数 到 底 是 素数 还 是 合 数 尚 未 得 到 证 明 ; 而 已 经 证 明 为 合 数 
的 费 马 数 的 最 大 为 23471， 该 费 马 数 有 一 个 因子 为 5 x2”“”+1， 是 凯 勒 
( W. Keller) + 1984 年 发 现 的 。 


, 表达 素数 的 函数 


虽然 费 马 的 探索 以 失败 而 告终 ， 但 数学 家 们 寻求 用 明 数 来 表达 素数 
的 努力 并 未 放弃 。1947 4, ЖЖ (М. Н. Mills) 证 明 存 在 这 样 的 实数 
9， 使 得 对 每 个 自然 数 n 宇 1 

Кп) = [6 ] 

都 是 素数 。 可 惜 米尔 斯 只 证 明了 9 的 存在 ,并 指出 9 大约 等 于 
1. 3064… ,但 9 的 精确 值 却 无 法 给 出 。 

1963 年 ， 布雷 迪 欣 (В.М. Bredihin ) 证 明 下 列 函 数 对 无 限 多 的 
(х, у) 整数 对 产生 的 都 是 素数 

flx,y) =x +у +1 
雷 迪 欣 的 证 明 虽 然 没 有 错 ， 但 是 很 明显 ，x, y 中 只 要 一 个 取 偶 

数 ， 另 一 个 取 奇 数 ， 其 结果 必 为 偶数 (因为 奇数 ”+ 偶数 ”+1 必 为 偶 
数 ) ， 因 此 必 不 为 素数 ， 所 以 也 不 能 作为 素数 的 一 般 表 达 式 。 

1976 年 ， 滑 铁 户 大 学 教授 罗斯 . 杭 斯 但 格 (Ross Honsberger) 基于 
著名 的 威尔逊 定理 〈 见 下 ) ， 在 其 所 著 的 《数学 珍宝 》 ( Mathematical 
Gems, 1) 一 书 (由 美国 数学 会 出 版 ) 中 建立 了 如 下 图 数 


_ 1 
Қау = 118 -1|- (8° -1)) +2 
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О 2 


РВ = х(у+1) - (У! +1) ху ЕН ®АЖ,! 是 阶乘 符号 ( 即 n! 
=1.2.3..-. п), НИН ЗЕ ГЕН, АТАН 
数 ， 能 产生 每 一 个 素数 ， 而 且 除 偶 素 数 2 以 外 ， 每 个 奇 素数 恰好 只 产生 
一 次 。 例 如 : 

当 x=1, у=2, 则 f(1,2) «3; 

Чх=3, у-4, ШІ/(3,4) =2; 

当 x=5, у-4, ШІ /(5,4) =5. 

对 杭 斯 伯 格 的 这 一 宣布 ， 世 界 各 国 的 数学 界 都 十 分 重视 。 我 国 的 
《数学 译 林 》 杂志 1984 年 第 3 期 曾 译 载 了 有 关 章 节 ， 有 些 数学 专著 中 也 
曾 予 以 介绍 。 但 值得 注意 的 是 ， 前 面 提 到 的 出 版 于 1996 年 的 有 关 素 数 
研究 的 专著 《The New Book of Prime Number Records》， 虽 然 把 《数学 珍 
宝 》 一 书 列 人 参考 书目 ， 却 具 字 未 提 杭 斯 但 格 的 这 一 “素数 的 统一 公 
式 ”， 这 是 耐人寻味 的 。 因 此 ， 看 来 我 们 还 不 能 乐观 地 认为 这 个 问题 已 
经 最 终 得 到 解决 。 


РЕЧ" 


素数 研究 的 另 一 个 方向 是 对 于 给 定 的 数 N， 不 必 检 查 每 个 小 于 VN 
的 素数 是 否 是 其 因子 就 能 判定 其 是 素数 还 是 合 数 。 在 这 个 问题 上 ， 费 马 
在 1640 年 给 出 了 一 个 正确 的 命题 : 如 果 是 素数 ， 而 a 是 不 能 被 p 整 
О, ЛД а? -1 必 能 被 bp 整除 。 根 据 这 个 命题 ， 对 给 定 的 N 要 验证 
其 是 否 是 素数 ， 只 要 找 一 个 不 能 被 N 整除 的 a 再 看 aY"! -1 是 否 能 被 N 
整除 就 可 以 了 。 费 马 的 这 个 命题 后 来 被 称 为 “ 费 马 小 定理 ”， 由 欧 拉 在 
1736 年 给 出 了 严格 的 数学 证 明 。 

有 趣 的 是 ， 对 于 费 马 小 定理 在 a = 2 时 的 情况 ， 我 们 的 祖先 在 公元 
前 500 年 就 已 经 知道 了 。 有 人 因此 认为 ， 费 马 正 是 受 了 中 国人 的 启发 而 
提出 这 一 命题 的 。 这 说 明 我 们 的 祖先 在 数学 上 曾 达 到 很 高 的 水 平 ， 取 得 
了 卓越 的 成 果 。 但 我 们 的 祖先 同时 也 犯 了 一 个 错误 ， 他 们 认为 这 个 命题 
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的 逆 命 题 也 是 正确 的 ， 即 如 果 N 可 以 整除 2 ”-]1， 则 w 为 素数 。 对 
此 ， 德 国 大 数学 家 戈 特 弗 里 德 ， 威 廉 . 莱 布 尼 菊 ( Gottfried Wilhelm 
Leibniz, 1646 ~ 1716) 在 1680 年 曾 为 中 国人 赞叹 不 已 ， 并 给 予 “ 证 
Я”. 不 他 的 有 是， 我 们 先 人 的 这 个 论断 是 错误 的 ， 莱 布 尼 次 的 “证 明 ” 
也 是 错误 的 。 因 为 后 来 (这 是 1819 年 的 事 ) 发 现 ， 例 如 341 这 个 数 可 
以 整除 2” -1, 但 341 =11 x31， 并 非 素数 ! 由 于 这 个 缘故 ， 数 学 上 把 
可 以 整除 2* 1! -1 的 入 叫做 “ 伪 素 数 ” (pseudoprime number) 。 

1770 4, ЖЖ (1. Wilson) 提出 了 一 个 判 据 : НИХ (N - 
1)! +1 能 被 N 整除 时 ,NN 是 素数 。 对 这 个 判 据 ， 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 
( Joseph Louis Lagrange, 1736 ~ 1813) 在 1773 年 证 明 它 是 正确 的 ， 因 此 
被 称 为 威尔逊 定理 。 可 惜 ， 检 查 (М-1)! +1 能 否 被 N 整除 丝毫 也 不 
比 用 和 常规 的 办 法 检查 М 是 否 是 素数 要 容易 些 。 因 此 威尔逊 定理 只 有 理 
论 上 的 意义 而 没有 实用 价值 。 目 前 常用 的 检查 素数 的 法 则 是 基于 上 述 费 
马 小 定理 的 逆 定 理 ， 这 是 由 为 一 个 数学 家 户 卡 斯 (Е. Lucas ，1842 ~ 
1891) #87, Ва - 1 х= №-1 时 能 被 NN 整除， 而 在 x 为 NN- 
І 的 正 因子 时 又 不 能 被 整除 ， 则 w 为 素数 。 


0 某 范围 内 素数 知 多 少 


在 某 个 范围 内 的 素数 有 多 少 个 ?这 是 数学 家 们 研究 的 另 一 个 问题 。 

有 了 上 述 费 马 和 卢 卡 斯 的 定理 以 后 ， 人 们 当然 可 以 通过 逐一 检查 各 自然 

数 是 否 是 素数 ， 或 者 ， 用 古 希 腊 数 学 家 幼 拉 脱 斯 芬 (Eratosthenes， 约 公 
元 前 276 ~ 194) 早 就 发 现 的 筛选 法 ， 做 出 素数 表 来 回答 这 个 问题 。 

例如 ， 加 利 福 尼 亚 州 蒙特 雷 市 的 斯 伏 洛 夫 (Kenneth P. Swallow) 

用 以 下 巧妙 办 法 借助 于 幼 拉 脱 斯 芬 筛 去 获得 100 以 内 的 素数 : 如 图 8-4， 

他 把 1 - 100 放 和 人 1 个 6x17 的 矩阵 ， 然 后: @ 勾 掉 2、4、6 列 中 的 全 部 

数 ， 也 就 是 2 的 倍数 ， 但 2 本 身 除外 ; ОА з 列 中 的 所 有 数 ， 也 就 是 

3 的 倍数 ， 但 3 本 身 除 外 ; ОНА 条 左 斜 线 勾 掉 所 有 5 的 倍数 ， 但 5 
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本 身 除 外 ; ФИН, НЗ 条 右 斜 线 勾 掉 所 
有 7 的 倍数 ， 但 7 ЖЕ; (外 把 1 298, 

这 样 ，100 以 内 的 素数 就 租 出 来 了 ， 一 
共 是 25 个 。 斯 伏 洛 夫 这 个 办 法 的 优点 是 从 
这 个 矩阵 立刻 可 以 看 出 ， 除 2 和 3 以 外 的 所 
有 素数 要 么 是 6 的 倍数 减 1 (бп-1), %2, 
是 6 的 倍数 加 1 (бп +1), М2 3и 
外 ， 所 有 素数 都 在 第 1 列 和 第 5 列 。 由 此 也 
可 以 明白 ， 素 数 表 中 为 什么 有 一 批 挛 生 素 
数 对 。 此 外 ， 斯 伏 洛 夫 的 矩阵 还 带 来 了 一 
个 有 趣 的 对 比 : 同 乌 拉 姆 现象 中 素数 集中 
在 方 阵 中 的 一 些 直 线 上 正 相 反 ， 在 这 个 算 
阵 中 是 合 数 集中 在 一 些 直线 上 了 。 下 面 我 
们 回 到 素数 表 的 制作 上 来 。 

历史 上 ，1659 年 ， 拉 因 (J.H. Ваһ) 


ІҢ 8-4 ЭТ 


做 出 了 24000 以 内 的 素数 表 ， 这 是 世界 上 第 一 个 比较 完整 的 素数 表 。 
166842, (4 Ж (J. Pell) 把 它 扩 充 到 100000。1776 年 ， 维 也 纳 的 数学 家 
费 尔 克 尔 (Felkel) 造 出 了 408000 以 内 的 素数 表 。19 氟 纪 的 数学 家 彻 内 
y (Chernac) 等 共同 造 出 了 10 卷 的 素数 表 ， 直 到 10000000。 捷 克 布 拉 
格 大 学 的 库 利 克 (J.P. Kulik) 积 20 年 的 努力 ， 造 出 了 100000000 以 内 
的 素数 表 ， 可 异 没 有 出 版 。 目 前 被 广泛 应 用 的 素数 表 是 美国 数学 家 菜 默 
(D. №. Lehmer，1867 ~ 1938) 在 1909 年 完成 的 ， 其 中 给 出 了 10000000 


以 内 的 素数 共计 664580 个 。 


有 “数学 王子 ”之 称 的 德国 大 数学 家 高 斯 ( Karl Friedrich Causs， 
1777 ~ 1855) 在 15 岁 时 就 发 现 ， 如 果 用 4, 表示 小 于 正 整 数 n 的 素数 的 


数目 ， 那 么 有 下 列 关系 


换 句 话说 ， 在 前 个 正 整 数 中 素数 的 密度 可 近似 表示 为 
A, . 1 


пол 
这 个 公式 被 称 为 “素数 定理 ” ( Prime number theorem ) 。 对 于 n= 
10°, 10°, 107, ЭДА, 及 利用 高 斯 公式 求 得 的 近似 4, = 让 及 其 误差 见 


表 8-1。 


由 此 可 见 ， 随 着 n 的 增 大 ， 利 用 高 斯 公式 算出 的 素数 个 数 同 实际 素 
数 个 数 之 间 的 误差 愈 小 。 

如 果 要 求 的 不 是 从 1 开始 的 某 个 范围 内 的 素数 个 数 ， 而 是 从 某 个 特 
ЖЕНА Х РАНО Е 8 х 内 的 素数 个 数 ， 那 将 如 何 求 呢 ? 1870 
年 ， 迈 泽 尔 (Meissel) 发 现 ， 要 是 X 很 大 ， 而 x 相对 而 言 较 小 ， 则 在 


NUX +< М (或 XX-% 和 XX 之 间 ) 的 素数 个 数 近似 为 sr， 其 形式 和 高 


斯 公式 十 分 相似 ， 精 确 度 也 相当 不 错 。 例 如 ， 在 10000000 和 10005000 
之 间 ， 按 近似 公式 算出 的 素数 个 数 为 310 个 ， 素 数 表 中 的 实际 素数 个 数 
为 305 个 ， 误 差 不 到 1. 7% 。 

关于 素数 个 数 问 题 ， 数 学 家 伯 特 兰 (Bertrand) 曾经 猜测 ， 在 任意 
x 和 2x 之 间 至 少 存在 一 个 素数 。 这 个 猜想 由 俄国 数学 家 契 比 雪夫 于 
1848 年 给 出 了 证 明 。 而 另 一 个 猜想 : 在 任意 x 和 (x +1) 之 间 总 存在 
素数 ， 则 至 今 未 能 获得 证 明 。 


0 梅森 素数 一 最 大 素数 的 表示 形式 


现在 我 们 回 到 本 文 开 头 所 说 的 最 大 素数 。 目 前 已 知 的 最 大 素数 现在 
162 


Оз 素数 之 迹 


都 采用 2 -1 的 形式 ， 这 种 形式 的 素数 叫 梅 森 素 数 ( Мегѕеппе prime ) 。 
这 是 怎么 回 事 呢 ? 原来 人 们 很 早 就 发 现 ，2? -1 形式 的 数 如 果 是 素数 ， 
那么 其 中 的 一 定 是 素数 ， 因 为 2”- 1 是 可 以 被 2* -1 和 2 -1 所 除 尽 
的 (但 其 道 命题 不 成 立 ， 即 如 果 p 是 素数 ，2” - 1 并 不 一 定 是 素数 ) o 
这 就 给 了 人 们 一 个 从 已 知 的 小 的 素数 出 发 ， 获 得 未 知 的 极 大 素数 的 “ 简 
便 ” 方 法 。 我 们 这 里 把 简便 2 个 字 打 了 引号 ХАРА? 因为 从 方法 上 
讲 ， 这 确实 是 最 简便 不 过 了 ， 把 已 知 的 小 素数 2，3，5，7，11，… 逐 
一 代入 2? -1 中 去 ， 再 检验 它 是 否 是 素数 ， 不 就 行 了 吗 ? 实际 上 ， 随 着 
p ЮМ Ж, 27-1 迅速 增 大 ， 检 验 它 是 否 是 素数 不 但 并 不 简便 ， 而 是 困 = 
难 重重 。 比 费 马 稍 大 一 些 的 法 国 数学 家 梅森 (Marin Мегѕеппе, 1588 ~ 
1648) 一 生 中 用 了 很 大 精力 寻求 2 -1 这 种 形式 的 素数 ， 在 他 去 世 前 4 
и, 他 检验 过 的 p 只 到 257， 

能 成 为 素数 的 2 -1 只 有 12 个 , 即 p=1, 2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 
ge ы а 
这 种 形式 的 素数 叫做 梅森 素数 。 

然而 ， 后 来 陆续 发 现 ， 梅 森 的 这 个 研究 成 果 中 竟然 还 包含 着 5 个 错 
误 : 

(1) 1886 年 珀 沃 辛 (Pervusin) 和 西 哈 夫 (Seehalf) 发 现 梅森 的 序 
列 中 漏 掉 了 61; 换 句 话说 ，2”- 1 是 素数 ， 但 梅森 没有 发 现 。 这 已 是 梅 
森 身 后 200 多 年 了 。 

(2) 1903 年 科 尔 (Cole) 发 现 序列 中 的 67 是 错误 的 ， 即 2” -1 不 
是 素数 ， 而 梅森 把 它 当 成 了 素数 。 

(3) 1911 年 鲍威尔 (R.E.Power) 发 现 序列 中 还 应 该 包括 89, BE 
2 -1 也 是 素数 ， 梅 森 没 有 发 现 。 

(4) 1914 年 鲍威尔 又 挖掘 出 一 个 新 的 p=107。 

(5) 192246 и м (М. Kraitchik) 发 现 序列 中 的 最 后 一 
257 也 是 错 的 ， 即 2” - 1 是 一 个 合 数 ， 梅 森 误 把 它 当 作 了 素数 。 

由 此 可 见 ， 随 着 p 的 增 大 ，2? -1 迅速 增 大 ， 判 定 它 是 素数 还 是 合 

163 ` 


好 玩 的 数学 


数 何等 困难 。 但 由 于 舍 此 没有 其 他 更 好 的 办 法 来 求 极 大 的 素数 ， 所 以 几 
百年 来 人 们 只 能 通过 求 梅森 素数 来 求 最 大 素数 。 但 即使 在 计算 机 出 现 以 
后 ， 由 于 计算 机 在 处 理 与 计算 极 大 的 整数 上 仍然 存在 着 困难 ， 因 此 ， 进 
展 仍 然 不 快 。 在 计算 机 出 现 以 前 ， 通 过 手工 计算 确认 的 梅森 素数 只 
12 个 , ШІр-2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31，61，89，107，127。 用 计 
算 机 寻找 梅森 素数 的 第 一 个 成 果 是 鲁 滨 逊 (В. М. Robinson ) 于 1952 年 
获得 的 ， 他 在 美国 标准 局 所 研制 的 所 谓 “ 西 部 机 ”SWAC 上 一 下 找到 了 
5 个 梅森 素数 ， 把 梅森 的 序列 一 下 推进 到 521, 607, 1279, 2203, 
2281 ， 成 为 当时 的 又 动 新 闻 ， 同 时 也 使 人 们 首次 认识 到 了 计算 机 在 科学 
发 现 中 的 巨大 潜力 。 

而 后 ， 在 计算 机 的 帮助 下 ，1957 年 由 汉 斯 * 利 塞 尔 (Hans Riesel ) 
发 现 了 第 18 个 梅森 素数 p =3217; 1961 年 由 阿 历 克 山大 ЕДА м 
了 第 19 和 20 个 梅森 素数 ，p =4253 Яр =4423; 1963 年 由 吉利 斯 ( Роп- 
ald В. Gillies) 发 现 了 第 21 22, 23 个 梅森 素数 ,，p ӘНІ 9689, 9941 和 
11213; 1971 年 由 图 克 曼 ( Bryant Тискегтап) 找到 了 第 24 个 梅森 素数 ， 
Ер 已 经 达到 19937， 是 一 个 有 6002 位 的 数 。 由 于 p 的 增长 ， 计 算 机 在 
验证 这 么 大 的 数 是 否 是 素数 上 也 面临 困境 ， 央 此 发 握 最 大 素数 出 现 暂时 停 
顿 。 好 在 20 世纪 70 年 代 中 期 出 现 了 巨型 机 ， 计 算 能 力 迅 速 增长 ， 为 寻找 
最 大 素数 增添 了 动力 。1978 4E, 2 个 18 岁 的 高 中 生 兰 登 : 诺尔 (Тапдоп 
Curt №1) 和 劳 拉 … 尼克 尔 (Laura Nickel) 利用 加 州 大 学 海 沃 德 分 校 的 
СуБег174 计算 机 ， 经 过 350 个 小 时 的 计算 ， 找 到 了 第 25 个 梅森 素数 ，p = 
21703 ， 开 创 了 用 巨型 机 加 速 寻 找 梅森 素数 的 新 时 代 。 第 二 年 ， 肇 尔 单独 
发 现 了 第 26 个 梅森 素数 ，P = 23209; 同年 ， 尼 尔 生 (HH. Nelson) 和 斯 洛 
文 斯 基 (David Slowinski) 在 Сгау- ГЕ МГ 27 个 梅森 素数 ，p = 
44497; 这 个 梅森 素数 有 13395 位 ， 在 Cray 上 打印 出 来 其 前 半 部 分 ， 如 图 
8-5 所 示 ， 真 是 “洋洋 大 观 ”， 令 人 叹为观止 。 其 后 ， 斯 洛 文 斯 基 单 独 或 
与 人 合作 ， 于 1982 年 、1983 年 、1985 年 1992 年 、1993 年 、1995 年 先 
后 发 现 了 第 28. 30, 31, 32, 33, 34 个 梅森 素数 ，P 分 别 为 86243 、 
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THE 27" MERSENNE PRIME 


44497 
The 271 Мегаепле prime. 11 has 13305 416116 and equal 2 ~1. 


; 83430 0824302033 8031933007 0531840305 8509901591 3040210383 1320925628 2290084782 10870256562 00500014453 7615861161 3122952512 
2387193634 0502225641 4367012048 1628661302 3871922836 7221402861 0305445359 9484010702 6140662086 6241255302 2504582702 5722578170 
1619157181 0102310362 6035467050 5750274142 3373966310 0675942584 8009158205 2616964230 4611192710 6017050752 2429057962 2210236233 
8978883647 6222562700 9373728494 0165677450 97098408902 6115596174 8162164658 290141420 18608526211 000106260: 4506681679 9302699198 
6027204117 6054570480 1038176020 6764257360 2914320804 0046602120 6126313493 7101146939 2170620630 1300631043 0302066353 1160804166 
6962190001 6865149455 2474512586 6612091643 5637765237 6094427567 0682208369 4799067147 9724219151 3726116522 1639465530 0300607007 
0396565052 (264603696 3295225045 6017636523 1008420155 9142844556 0653590462 7164367881 0707526150 606641251 5212046406 2974464015 
800191119 0664536600 9020775846 0281706131 1046365314 2493320032 7786872733 4220246756 0229193230 2080111704 2741212106 8224481870 
2060001626 6056419617 8230503626 0687144419 5094959164 0270427312 0031353632 612008778 5250744735 4927640077 3185197120 7240734409 
8119926804 1008781054 1932313739 5804916096 9191076456 2203447201 1504509146 221602168 518740973 4460999715 65101322220 8314059841 
188861976 0867816936 4512670268 2885009184 3008150773 2794380884 9017965026 4300357692 2341814781 4208484630 9183072757 2320741002 
2229911636 9491936691 8640266215 1005187003 2133749401 6209836244 5925100201 8767911077 3419909624 0654241710 2442061156 8391875375 
6416790880 6612308451 4311669509 5800060225 5947701445 471051471! 2412404843 2662021474 5740720575 0682111506 6407650112 4818800203 
3163072001 3627342971 7962206981 4852525312 5001737060 3562148176 2059871070 81761562900 8931331492 1418836943 1856277291 1618002275 
736728677 0879670665 7857076202 261172778) 8251050685 6015883787 6851000500 0434042691 9243075686 6084552550 9115150113 4892150762 
2207213453 8932334597 2633424206 5733862737 819212667; 7977049042 7294183161 3460424629 2361226571 1216366616 1225173279 8961027307 
8776112355 6393178168 2247175209 5275685339 1272588085 1309316152 3596102449 5955032576 3137654155 8757221800 3004463006 1210106751 
80120506272 3582774784 3757486140 6234308742 8867376655 4200232378 6505066319 0946004060 1337707271 0325401555 1871060979 6709244397 
6069702776 9157597450 6208254271 4090708407 8253330432 9070823626 1820605834 3177143138 0168128390 2993366020 04108176112 0879987194 
282826741? 6029537058 9406780107 4338194908 3248322016 1202470512 0388997181 3116796160 4600411452 5093431904 0105212378 9970700204 
827221081 6427512395 3656940176 3926764218 7500352270 8214030411 0919877619 7965052615 8604941228 7967903743 0962920872 5596808236 
6151466219 6694567744 0279401500 2617992018 2595248220 0299805458 3606043763 9557220421 1318634952 7814407416 2510996224 8190860271 
79698054 3562365481 3102603628 3567832482 7700900151 7588367388 5902624298 3324907158 5317411720 085573726 9191534118 8713415072 
1170619972 6468280184 71994109185 4659490641 0084074112 8335167464 3401444064 0147890068 7920016366 400701920: 9407299092 0270107225 
0276712361 4674570208 3250857682 0297691224 8011068500 8400527601 0376319738 5706495378 9410143223 5338388775 7118808441 8592360338, 
8117750348 0604746360 2830810775 1049527667 2873007687 7148938146 7507408110 3927706449 0525623822 1194369720 6207236357 2085622936 
3135609456 8165255137 5577945175 3217328311 1833000302 0258130052 1340548225 2676149070 2852054403 725451269! 0181511241 (655590509- 
0890002012 7814109461 9856477367 9639211252 1375419675 ]230007792 7046934092 3806543050 9305275590 3211872862 6425849916 3211800415 
0909127905 3929850580 5448046461 6900958812 5270120391 3698684099 7303390729 7445990076 1508310957 6531031408 1043682698 890182098 
9153699813 8286470191 5094080333 2754189405 7366736735 2214853914 1771565753 1486577897 2506517929 0991016947 0724653281 4276499405 
1973430589 6475392623 9028564583 4799388421 4575074206 6148786741 6497110721 3649974508 7240589100 1150691804 9169707455 1654388638 
2735162402 1232173847 8501750095 6924664456 5339784331 4440396797 15595939526 0515640897 1612570478 8471526363 562/631312 2507330052 
1921147937 0412994928 9372485044 718732600 3422945901 0890858367 3305287221 5186392668 3416705103 3221735798 0666070600 3205544609 
1032379355 3942258900 9486006438 3155378512 7362196992 5423381441 4178419800 2451900271 4430916827 3657181660 5753240588 08211843059 
11964044172 0836736796 5407544678 7462408931 4254427786 3603901256 21906974232 1377915589 8746330986 3222038462 6214637532 4874432572 
1932537354 2595832166 6661968456 8231453525 7745740540 8000687212 5893237572 8926760788 0429605225 7026239194 1712101927 5005247196 
1015220470 8641259353 5270392504 4595187436 7140964202 9797715256 9186792363 5515333128 2408661220 6566645140 5605034058 4724065622 
2819661596 1996323161 5656505169 4167964580 96037063865 7412080030 8249626790 6628447142 4868126969 451277541 7111949840 5175107179 
234681521 1425672235 5049122929 0093153029 4540012529 2605252239 4738416676 7091065270 9970261193 8642240709 9057867522 8922434455 
2855960436 3149519299 3883808365 2476781205 5507046447 7187221573 6813593301 9181591527 1233001423 3918313263 9220636238 1886626007 
М47390505 2086109506 1902891600 7760058985 5030039849 4112056099 3812142108 5883342787 215126760 4360322171 7558800955 2912301823 
240520386 026414246 0764500514 5909872994 9686127615 9013103462 5848700771 4200493294 8349312672 6010505348 0982624792 4931472490 
2300129116 08939372478 6000640480 9087432538 2990275114 7494020765 3017741903 7253467157 6260859125 0516028800 5109700240 6409048796 
0088725459 0576097081 1699439609 9120357632 7162981834 47275890466 7990270980 1550404227 0359977324 0846205168 2876040848 S050034009 
{330099009 0426817282 )385022445 4312622775 1934570081 9775294700 9311630737 7767654368 1348883373 7550871748 6685840299 5613916875 
9519381407 1073257516 2371369530 8472974132 1046512519 8907030559 8513758290 9966802822 8214168070 0921551837 5824776243 5961296 
879925999 9389344055 9234807176 9869957349 1947265017 23621061265 9469751574 8884192644 3905146718 4727371974 4679357852 6795477282 
2439577601 8791617248 4122052288 3615097992 9298919053 4963392252 2334182503 7714755592 3015002062 7938016032 1101433476 5961662118 
2777026927 682402839 5076181000 5410199680 7861905990 2511140005 3136326966 7332503039 6172712693 3120543136 8084080530 883620693а 
6070070943 6536401848 7698007640 7302386269 5740597045 3586080570 2632445861 5750130005 5462654019 0009439535 3884780895 7783302537 
0329901730 309612024 988330200; 7501388538 7793255381 7428477040 2999211030 6940340550 7416436036 4686077501 6476116194 4113852507 
0129961750 6244803536 4085158105 0445605585 688118346. 7669096225 0111915910 1657768213 0643703757 7825337199 3950568270 6083687202 
3392009810 7484259595 7850027992 4416525187 0094775729 233995937 9907825737 9601075025 9397593822 6201416471 0280255540 9227451759 
0260010929 3041116929 7941237551 803542757) 928736314: 1542236825 7727473690 8030801088 2336789827 1241967204 7895627951 4212636013 
0421035293 9201617201 0451207114 4459349691 050007814: 2027755768 9070041775 6050475732 4443218153 0958813718 3176052302 1015770268 
6797098179 4379775137 2549748991 2552166380 5999652515 5419180357 2338982805 8612817848 7797542779 4504764411 9809028329 7387901383 
9151741228 8251556698 0455147494 4590642319 4727705308 4141193666 2974790746 1267171940 6328429139 0945123318 8014669608 7412919191 
08581018958 2832025299 8281970113 6125326492 1748540717 9550061480 112124198:13 00721261714 268250701) 3035660417 6687055620 8670073162 
пато 4960719661 5606110075 7838031536 88179568575 0788296180 8971432222 9651713501 0568707010 9109186242 4660946211 2829909758 
0967202651 6341470550 9741741959 7829577851 3379154312 67244100267 6575107127 7361281214 0118244518 049871185) 1900208021 8206809257 
1761950901 7121223240 1952220170 2716155076 5371964207 3122892223 7971602128 0199782507 2033458423 0447587316 5112711990 1216372166 
2002102710 9936267631 4656410112 1761366140 8730974997 4761777963 2730810787 2975765021 6977843150 3004222724 8019178011 7110758164 
18412110(34 1680726720 0202995327 2141848076 5014598773 3830127509 7184790212 4156053102 2172309566 7980848217 2145264307 1266955509 
5128604717 0503741949 5135504480 3080156005 8131003318 9615878473 (2924100841 1405128822 0804594270 3462399347 061871112 0300799492 
74246699010 6418665521 41926145112 3178325332 0082518188 9307157051 1216158211 2451103715 9630773311 2007360513 3436729743 674191560 
52218892307 0267003390 9012172810 1838153404 5048507578 2070891972 8961614229 1091025093 2159181841 2000803529 0H15924214 0042462226 
101578002 6230502200 0123049058 5459980604 146229249 9306107127 8843278218 8272135528 0489174825 6030972573 4229150011 681061604 
5249329581 88510856897 1944805786 0142034324 1868044218 5599308430 0018912141 8119717854 90811180: 8484262322 9175104265 6906296011 
11782976887 7813592441 6811564872 2803400704 7884955035 3961711913 ¿9021934132 8010854717 0200801727 1415482751 7871828208 6227428052 
ЖЗНЕ 8799859505 9793083524 9159162606 99881214127 2893407809 5382220293 5892532342 2710776911 3901676077 1360343305 1982091914 
7422912006 8130458500 (457729709 4851851493 7047490350 1051701405 4112510220 2345903951 7209360033 11272127286 5825800159 04 432131 
662774422 82651622325 1052549110 8002477377 1187209509 0094185210 0521278956 8768592518 1656971753 5210487451 7670698580 (054651273 
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图 8-5 第 27 个 梅森 素数 局 部 
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132049, 216091, 756839, 859433, 、1257787 ， 但 是 斯 治文 斯 基 漏 掉 了 第 29 
个 梅森 素数 ， 这 个 梅森 素数 的 p = 110503， 是 1988 年 由 考 尔 奎 特 
(ХУ. №. Colquitt ) 和 小 威尔士 (L. Welsh, Jr.) 发 现 的 。 

1993 年 9 月 ， 当 时 的 美国 克林顿 政府 推出 了 影响 座 远 的 建设 “ 国 
家 信息 基础 设施 ”的 所 谓 МП 计划 (Тһе National Information Infrastruc- 
ture: Agenda for Action) ， 在 美国 和 全 球 掀起 了 信息 高 速 公 路 热 ， 国 际 
互联 网 及 其 应 用 从 此 飞速 发 展 。 在 这 一 背景 下 ， 近 20 年 来 只 有 通过 巨 
型 机 发 现 梅 条 素数 的 状况 出 现 了 变化 。1996 年 ， 居住 在 美国 佛罗里达 
州 奥兰多 (Orlando, Florida) 的 一 个 名 叫 乔 治 . 沃 特 曼 (George Wolt- 
тап) 的 退休 计算 机 程序 员 创 建 了 一 个 网 民 志 愿 者 组 织 ， 名 为 СМР, 
所 谓 GIMPS 是 Global Internet Mersenne Prime Search， 就 是 “全 球 因 特 网 
梅森 素数 大 搜索 ”。 这 个 组 织 在 网 上 建立 了 一 个 网 站 ， 上 面 放 有 沃 特 曼 
教授 开发 的 寻找 梅森 素数 的 程序 。 这 个 程序 设计 得 非常 精巧 。 盲 先是 在 
检查 素数 方面 ， 采 用 了 最 先进 的 算法 ， 包 括 经 沃 特 曼 教授 改进 的 快速 伟 
里 时 变换 FFT 等 ， 而 且 一 经 证 实 27 -1 不 是 个 新 的 素数 ， 它 会 给 出 其 素 
因子 。 其 次 ， 他 们 这 个 程序 是 开放 的 ， 任 何 网 民 经 过 登记 都 可 以 下 载 其 程 
序 在 目 己 的 计算 机 上 运行 ， 对 网 站 统一 分 配给 他 的 一 段 忆 逐一 检查 是 否 
有 27 -1 为 素数 。 程 序 的 运行 是 极其 自由 的 ， 主 人 在 机 器 上 需要 做 别 的 
事 时 ， 可 以 随时 中 断 ， 空 闲 时 又 可 以 随时 恢复 。 这 样 ，CIMPS 就 组 织 起 
了 无 数 的 数学 爱好 者 ， 动 员 了 网 上 的 几 万 、 几 十 万 台 计 算 机 联合 起 来 ， 共 
同 协作 ， 投 入 寻找 新 的 梅森 素数 的 伟大 行动 。 实 际 上 ，GIMPS 就 是 巧妙 
地 利用 散布 在 世界 各 地 的 计算 机 (其 中 主要 是 个 人 计算 机 ) 的 过 去 被 
内 置 不 用 的 计算 能 力 ， 积 少 成 多 ， 去 完成 过 去 由 巨型 机 才能 承担 的 计算 
任务 ， 以 发 现 新 的 梅森 素数 。GIMPS 建立 至 今 ， 只 有 短 短 10 余年 时 间 ， 
但 是 已 经 取得 了 巨大 的 成 功 。GIMPS 建立 的 当年 1996 年 年 底 ，11 月 13 
日 ， 当 时 的 700 多 名 志愿 者 之 一 乔 尔 : 阿曼 高 德 ( Joel Armengaud ) s ші 
3 Apsylog 公司 一 名 29 岁 的 程序 员 ， 利 用 他 的 只 有 90MHz 的 奔腾 PC 
机 ， 在 经 过 88 个 小 时 的 运算 后 ， 找 到 了 第 35 个 梅森 素数 ，P = 
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1398269 ， 这 个 梅 条 系数 有 420921 位 ， 打 印 出 来 有 225 页 之 多 。 

阿曼 高 德 的 成 功 使 GIMPS 名 声 大 振 ， 参 与 这 一 行动 的 网 民 迅 速 增 
加 。 到 1997 年 8 月 ，GIMPS 的 成 员 增 至 2000 多 。8 月 24 日 ， 从 英国 南 
安普敦 传 来 了 好 消息 : 当地 一 家 名 为 Thorn 的 微波 器 件 公司 的 信息 技术 
主管 、38 ЛЫ. ЖЕЖ (Gordon Spence) 找到 了 第 36 个 梅森 素 
ЖХ, р =2976221 。 斯 潘 塞 用 的 计算 机 是 100MHz 的 奔腾 机 ， 找 到 这 个 梅 
森 素数 花 了 15 天 。 

问世 才 1 年 多 的 СІМР5 ЗАЗ Y 2 个 梅林 素数， 这 一 非凡 的 成 绩 使 
沃 特 曼 信心 倍增 。 为 了 使 CIMPS 更 好 地 运作 ， 他 把 他 的 网 站 移 到 了 一 
个 名 为 “Entropia，Inc. ”的 网 络 公司 的 服务 器 上 ， 这 个 公司 是 由 斯 各 脱 
“ЖЕН ЖАЛА (Scott Kurows-ki) 当年 刚刚 在 加 利 福 尼 亚 州 圣地 亚 哥 创 
办 的 ， 其 宗旨 是 利用 因特网 的 巨大 计算 机 资源 从 事 高 科技 的 产品 研究 与 
开发 ， 诸 如 抗 艾滋 病 药 品 的 人 研制， 新 材料 开发 ， 市 场 的 防风 险 和 安全 机 
制 等 。 沃 特 曼 把 寻找 梅森 素数 的 程序 放 到 Entropia 的 服务 器 上 以 后 ， 库 
洛 夫 斯 基 为 之 完善 与 改进 了 对 GIMPS 成 员 的 网 上 管理 与 监督 ， 形 成 了 
一 个 叫 PrimeNet 的 系统 ， 使 GIMPS 的 运作 更 为 有 效 与 严密 。 沃 特 曼 与 
库 洛 夫 斯 基 的 合作 很 快 见 到 了 效果 : 1998 年 1 月 27 П, #37 个 梅森 素 
数 被 加 州 州立 大 学 一 名 19 岁 的 大 学 生 罗 兰 ， 克 拉克 森 ( Roland Clark- 
son) 发 现 。 这 个 梅森 素数 的 p=3021377， 有 909526 (М, зт Ч 
时 4000 名 GIMPS 志愿 者 中 的 幸运 儿 ， 他 用 一 台 200МН 的 奔腾 机 在 空 
内 时 间断 断 续 续 地 运行 沃 特 曼 的 程序 ， 经 过 46 个 日 日 夜 夜 ， 屏 幕 上 突 
然 出 现 了 一 行文 字 : “你 找到 了 一 个 新 的 梅森 素数 ! ”从 而 使 他 成 为 历 
史上 仅 次 于 诺尔 和 尼克 尔 的 发 现 梅 森 素数 的 第 3 位 最 年 轻 的 人 。 

接着 ,在 1999 年 6 月 1 日 ， 受 雇 于 密 软 根 州 普利茅斯 Plymouth， 
Michigan) 的 Price Waterhouse Coopers 公司 的 印度 裔 人 纳 扬 . 哈 拉 特 华 
拉 (Мауап Hajratwala) 找到 了 第 38 个 梅森 素数 ，p = 6972593, УЖ 
次 超过 100 万 位 ， 达 到 2098960 位 。 哈 拉 特 华 拉 用 的 是 一 台 350MH; 的 
76 H IBM Aptiva 个 人 计算 机 ， 找 到 这 个 素数 花 了 他 111 天 ， 但 机 器 实 
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际 运行 沃 特 曼 程 序 的 机 时 累加 起 来 约 21 天 。 当 时 GIMPS 已 拥有 12600 
名 成 员 ， 而 PrimeNet 协调 的 计算 机 达 21500 台 。 为 此 ， 哈 拉 特 华 拉 幸运 
地 获得 了 由 美国 电子 前 说 基 金 会 EFF (Electronic Frontier Foundation ) 
的 5 万 美元 奖金 ， 成 为 历史 上 第 一 位 因 发 现 最 大 素数 而 获奖 的 人 。 

GIMPS 随后 发 现 的 一 个 更 大 梅森 素数 为 P = 13466917 ， 这 个 素数 有 
4053946 位 ， 这 是 人 类 在 21 世纪 发 现 的 第 1 ЕЕ, ЛИВАН 
中 的 第 39 个 , 是 2001 年 11 H 14 日 由 米 哈 伊 尔 ' ЕЖЕ (Michael Ca- 
meron) 发 现 的 。 卡 梅 隆 是 一 名 20 岁 的 加 拿 大 青年 ， 居 住 在 安大略 省 的 
Ж. ЖЕ (Owen Sound ) 白天 上 上学， 晚上 接受 一 家 名 为 Nucomm 
International, Inc. 的 通信 公司 的 培训 准备 就 业 。 他 用 一 台 800MHz 的 
AMD T-Bird 个 人 电脑 在 闲暇 时 间 参 与 梅森 素数 网 上 大 寻找 ， 结 果 在 第 
45 天 喜 获 硕果 ， 成 为 当时 13 万 志愿 者 中 的 幸运 儿 ， 而 Entropia 公司 经 
过 近 4 年 的 发 展 ， 参 与 该 公司 的 网 上 研发 计划 (包括 搜寻 梅森 素数 行 
动 ) 的 计算 机 已 超过 205000 台 ， 形 成 了 目前 呼声 很 高 、 极 具 发 展 前 途 
的 所 谓 “ 网 格 计算 ”(〈GCrid Computing) 能 力 。IT 的 业界 巨头 IBM 公司 
十 分 重视 异军突起 的 Entropia 公司 ， 在 卡 梅 隆 发 现 第 39 个 梅森 素数 前 
几 天 刚刚 宣布 同 Entropia 建立 合作 伙伴 关系 。 因 此 ， 新 千年 第 1 年 的 年 
底 对 于 Entropia 公司 来 说 可 谓 双 喜临门 。 目 前 ， 这 个 公司 不 但 在 其 发 祥 
地 圣地 亚 哥 ， 还 在 英国 的 剑桥 设 有 办 事 处 。 

此 后 ， 美 国人 和 德国 人 又 相继 在 2003 年 、2004 年 、2005 年 和 2006 
年 发 现 了 更 大 的 梅森 素数 ， 其 p 分 别 为 20996011 24036583, 
25964951, 30402457 和 32582657 ， 位 数 分 别 达 到 6320430. 7235733. 
7816230, 9152052 和 9808358 位 。GIMPS 的 丰硕 成 果 充 分 说 明了 互联 网 
的 威力 ， 也 反映 了 互联 网 时 代 科学 发 现 的 国际 性 。 根 据 2008 年 初 最 新 
的 统计 资料 ， 我 国 上 网 人 数 已 激增 至 2. 1 亿 人 ， 在 世界 上 仅 次 于 美国 而 
届 第 2 位。 笔者 布 望 在 我 国 的 网 民 中 ， 尤 其 是 在 至 少年 网 民 中 ， 有 更 多 
的 人 参与 到 GIMPS 搜寻 梅森 素数 的 活动 中 去 ， 有 朝 一 日 将 有 中 国人 发 
现 更 大 的 梅 条 素数 。 对 此 感 兴趣 的 读者 可 在 下 列 网 站 下 载 搜寻 梅 条 素数 
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http: //www. тегѕеппе. org/ prime. htm。 

对 Entropia 公司 及 其 研发 活动 感 兴趣 的 读者 则 可 访问 下 列 网 站 
http: Z//www. entropia. сот; 

http: //ммм. fightaidsathome. org; 


http: /A/www. safermarkets. org 


) 1 最 大 素数 有 多 大 


2006 年 9 月 发 现 的 目前 已 知 的 最 大 素数 2”” -1 是 一 个 有 
9808358 位 的 数 。 就 这 个 数 本 身 而 言 ， 要 把 它 的 9808300 多 位 数字 印刷 
出 来 的 话 ， 大 约 是 厚 厚 的 上 干 页 的 两 本 书 。 这 个 数 所 代表 的 数量 有 多 大 
_ №? 我们 假定 全 世界 有 100 万 个 图 书馆 ， 每 个 图 书馆 藏书 100 万 册 ， 每 
册 书 包含 100 万 个 印刷 符号 ， 那 么 全 部 这 些 藏 书 的 印刷 符号 的 总 数 仅仅 
是 一 个 19 位 的 数 。 对 比 之 下 ， 最 大 素数 是 比 980 万 位 还 要 多 的 一 个 数 ， 
这 个 数 表 示 的 数量 有 和 多大， 读者 大 概 会 有 一 个 大 体 的 概念 而 贞 目 结 碧 
了 。 数 学 家 德 夫 林 ( K Devlin ) 在 其 名 = Mathematics， 
Тһе New Golden Age 一 书 (该 书 已 有 中 译本 ， 书 名 《数学 新 的 黄金 时 
代 》， 李 文 林 等 译 ， 上 海 教育 出 版 社 1997 年 出 版 ) 中， 对 2 的 方 次 表示 
的 数 的 大 小 用 了 以 下 比喻 : 对 2 =1, 用 1 个 2mm 厚 的 英国 便士 表示 ， 
2 =2, 用 2 便士 表示 ,2 =4， 用 4 便士 表示 …… 那么 ， 对 2”， 表 示 其 
大 小 的 便士 操 起 来 有 多 高 呢 ” 它 将 越过 月 亮 (ЕПС 400000 2-8), 再 
越过 太阳 〈 离 地 球 1.5 亿 公 里 )， 直 达 除 太阳 外 离 地 球 最 近 的 为 一 颗 恒 
星 一 一 半 人 马 座 中 的 a 星 ， 它 离 地 球 有 4 ЖЕРІ 注意 ， 这 还 只 是 
2”， 而 目前 已 知 的 最 大 素数 是 2 ””” -1! 笔者 不 懂 天 文学 ， 不 知道 用 
便士 来 表示 它 的 大 小 时 ， 该 到 达 哪 秆 恒星 厂 ， 总 之 是 宇宙 次 处 了 吧 ! 

作为 这 一 章 的 结束 ， 我 们 介绍 有 关 素 数 的 一 个 有 趣 的 问题 ， 这 个 问 
题 是 美国 密西西比 州 的 史密斯 (Вштів Smith) 提出 来 的 ， 刊 载 于 1964 
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年 3 月 的 《科学 美国 人 》 上 。 设 有 如 图 86 所 示 2 个 互相 路 合 的 齿轮 ， 
齿轮 上 各 画 了 一 条 带 箭 头 的 直线 。 开 始 时 ，2 个 箭头 正好 相对 。 然 后 小 
轮 顺 时 针 方 向 转动 。 硅 大 轮 有 181 个 货 ， 问 小 轮 在 转 了 多 少 圈 以 后 这 2 
个 箭头 又 重新 相遇 ? 


& 人 


8-6 ”一 个 与 素数 相关 的 有 趣 问题 


可 能 有 读者 会 说 ， 这 个 题目 里 没有 给 出 小 轮 的 齿 数 ， 无 法 计算 其 传 
动 比 ， 怎 么 回答 这 个 问题 啊 ! 其 实 这 个 题目 的 有 趣 之 处 正在 于 答案 是 跟 
小 轮 齿 数 无 关 的 ， 你 可 以 任意 假设 它 有 多 少 个 齿 ， 比 如 说 有 n ТМ. Ж 
据 题 意 ， 设 2 个 箭头 重新 相遇 时 ，2 个 齿轮 都 转 过 了 个 上 耸 ， 则 上 应 该 
是 2 个 齿轮 齿 数 的 最 小 公 倍 数 (LCM ) 。 由 于 大 轮 齿 数 181 是 个 素数 ， 
ГСМ 只 能 是 两 轮 齿 数 的 乘积 181n。 由 此 可 知 , 不 管 小 轮 齿 数 是 多 少 ， 
它 要 转 181 圈 才 能 使 2 个 箭头 重新 相遇 。 
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9 Жир 


在 第 8 章 “ 素 数 之 这 ”中 ， 我 们 介绍 了 素数 研究 中 的 一 些 主要 问 
题 ， 是 偏重 于 学 术 的 。 这 一 章 我 们 介绍 有 关 素 数 的 一 些 奇异 的 现象 和 有 
趣 的 问题 。 


71 由 顺 (Я) 序数 字 组 成 的 素数 


从 整体 来 看 ， 素 数 是 一 种 无 序 的 数 ， 其 中 出 现 的 数字 是 随机 的 ， 杂 
乱 的， 没有 规律 的 。 但 是 也 有 少数 素数 ， 恰 恰 是 由 1 ~9 这 9 个 数字 或 其 
一 部 分 的 顺序 或 逆序 排列 形成 的 ， 从 而 引起 人 们 的 兴趣 与 注意 。 数 字 以 
升序 排列 的 素数 有 

23, 67, 89, 4567, ，… 23456789, 1234567891, --. 

1972 年 ，Bowling Green Ж % 8 ћ З ZK + ЖИ ИК ЙТ ЈН ( Raphael 
Finkelstein) 等 人 发 现 了 一 个 28 位 的 顺序 数字 素数 : 

1234567891234567891234567891 

1978 Е, ЧЕ ЖҰЖ (Alan Cassel) 打破 了 这 个 记录 ， 发 现 了 一 
个 由 123456789 重复 达 9 次 、 最 后 以 1234567 结尾 的 顺序 数字 素数 


[23456789 [23456789-.-1234567 


这 个 素数 长 达 70 位 ， 这 个 记录 至 今 无 人 能 够 打破 。 

相 比 之 下 ， 数 字 以 逆序 排列 形成 的 素数 则 很 少 发 现 ， 已 知 的 只 有 
43, 76543 等 少数 几 个 ， 而 76543 已 经 是 这 类 素数 中 的 “老大 ”了 。 

同一 个 数字 重复 符 干 次 能 和 否 形 成 素数 ? 显然 这 只 有 1 是 可 能 的 ， 其 
他 数字 都 是 不 可 能 的 (为 什么 ?) 。 除 了 11 以 外 人 们 也 确实 发 现 了 由 多 
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个 1 组 成 的 素数 ， 如 : | 
1111111111111111111 11111111111111111111111 

前 者 由 19 个 1 组 成 ， 后 者 由 23 个 1 组 成 。 显 然 ， 这 样 的 素数 中 1 
的 个 数 必然 是 素数 。 

2 个 不 同 的 数字 重复 出 现 也 能 形成 一 些 奇 妙 而 独特 的 素数 。 下 面 这 
2 个 是 其 中 的 “佼佼 者 ” 

909090909090909090909090909091 
9090909090909090909090909090909090909091 

前 一 个 是 90 重复 了 14 次 ， 最 后 以 91 收尾 ; 后 一 个 是 90 重复 了 19 

次 ， 最 后 以 91 收尾 。 


) ызга 


所 谓 回 文 素数 是 正 读 和 反 读 是 同一 个 素数 的 素数 。 前 面 介绍 的 重复 
1] 素数 显然 也 是 回 文 素数 。 除 了 上 述 2 个 1，19 个 1,，23 个 1 所 组 成 的 
素数 外 ，1977 年 ， 威 廉 姆 斯 (Hugh C. Williams) 发 现 了 一 个 由 317 个 
1 所 形成 的 重复 1 素数 ， 是 最 大 的 回 文 素数 。 后 来 他 又 发 现 了 一 个 由 
1031 个 工 所 组 成 的 数 也 是 素数 。 

回 文 素数 不 算 很 多 ， 在 1000 以 内 只 有 下 列 16 个 : 

11, 101, 131, 151, 181, 191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 
787, 797, 919, 929. 

1980 年 11 月 ， 滑 铁 卢 大 学 用 PDP 11/45 计算 机 找 出 5 位 的 回 文 素 
数 共 93 个 , 7 位 的 回 文 素数 共 668 人 个。 比利时 著名 的 娱乐 数学 杂志 
(Стих Mathematicorum》 的 编辑 利 奥 . 38 (Тео Sauve) 则 给 出 了 9 位 
的 回 文 素数 共 5172 个 ， 其 中 最 奇特 的 一 个 是 345676543。 而 包含 全 部 
0 ~9 这 10 个 数字 的 最 小 回 文 素数 1023456987896543201 则 是 哈里 . 尼 
Ж» (Напу І. Nilson) 在 1980 年 发 现 的 。 

ЖЕ ЖЕР (М. Cridgeman) 注意 到 在 回 文 素数 中 有 这 
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样 一 个 奇异 的 现象 ， 即 在 奇数 位 的 回 文 素数 中 常常 出 现 仅 中 央 数 字 差 
1 ， 而 两 侧 数字 都 相同 的 素数 对 ， 他 把 这 样 的 素数 对 叫做 回 文 素数 对 。 
例如 ， 在 最 前 面 的 47 个 回 文 素数 中 ， 就 有 近 一 半 即 22 个 组 成 回 文 素数 
对 

(181,191) (373,383) (787,797) (919,929) 

(10501,10601) (11311,11411) (12721,12821) 

(13831,13931) (15451,15551) (16561,16661) 

(30103 ,30203) 

数学 家 已 经 证 明 ， 回 文 素 数 的 数量 是 无 限 的 ; 格 里 奇 曼 猜测 ， 回 文 
素数 对 的 数量 也 是 无 限 的 ， 但 至 今 不 能 证 明 。 目 前 已 知 的 最 大 的 回 文 素 
数 对 如 下 

4 上 15 LzJ 
45-1 451 4541 4561 

ЖӘ ХЫ ж 9077101, Ж ЖЕНА (Н. Dubner) 一 二 保 
持 着 创 记 录 的 成 绩 。 下 面 这 些 奇 特 的 大 回 文 素数 都 是 他 发 现 的 : 

(1) 1989 4, ЖЕ М Г НН ЖС: 2 居中 、 两 侧 分 布 各 2894 个 9 
的 这 样 一 个 奇特 回 文 素数 ， 表 示 为 〈9 ) so42 (9), ЖАТИ Н 
5749 位 。 

顺便 说 一 下 ， 杜 勃 讷 2000 年 还 发 现 了 一 个 开头 是 8 ， 其 后 全 是 9 的 
极 大 素数 : 8(9),ssl ， 这 个 素数 有 48052 位 。 但 他 的 这 一 记录 后 来 被 索 
ЖЕЖ (Е. J. Sorenson) 打破 。 索 伦 鞭 所 发 现 的 这 类 素数 有 

打头 数字 后 随 9 个 数 发 现年 份 


4 21456 2001 
5 34936 2001 
2 49314 2002 
7 49808 2002 
l 55347 2002 


显然 ， 其 开头 数字 必 不 能 被 3 整除 。 
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2775990 
(2) 1989 年 ， 杜 勃 讷 发 现 了 一 个 仅 由 0 和 1 组 成 的 大 回 文 素数 
1(0),,,(1),(0),,,1 
这 个 素数 有 4841 位 。10 EF, RIN E BUY ЕК, Ж 


30803 位 的 这 样 的 回 文 素数 
1(0) |511110111(0) 15397 1 


(3) “= жаў” 1012 +4661664 х 10° +1. 
这 个 回 文 素数 实际 上 是 4661664 居中 ， 前 后 各 有 5652 个 0， 首 尾 为 
1 ， 所 以 共有 11311 位 。 之 所 以 称 它 为 三 重 回 文 素数 (triply palindromic 
prime) ， 是 因为 它 的 位 数 11311 也 是 一 个 回 文 素数 ，11311 的 位 数 5 也 
可 以 看 成 是 回 文 素数 。 后 来 杜 勃 讷 又 发 现 了 一 个 更 大 的 三 重 回 文 素数 ， 


有 35353 位 
105%2 + 2049402 х10/99:1 


(4) ЛЕ НН КС А 
102926 + 4538354 х 102 + 1 


这 个 素数 有 39027 位 ， 是 2001 年 发 现 的 。 杜 勃 讷 保持 这 个 世界 记 
录 到 2003 Е, х-, ЖУЖ (О. Heuer) 利用 一 个 叫 Prime Form 的 
程序 找到 了 第 一 个 突破 10 万 位 的 回 文 素数 

101981 _ 1022140 _ 


这 个 回 文 素数 有 104281 位 。 
这 里 ， 我 们 还 顺便 介绍 杜 勃 讷 发 现 的 两 个 非常 奇特 的 素数 。 


(1) 素数 中 只 包括 数字 2、3 、5 、7 一 一 这 几 个 数字 本 身 也 都 是 素 


Ж! 如 下 
103120 = | 
72323252323272325252 x +1 
102 - 1 


= (72323252323272325252) «+1 
这 个 素数 有 3120 位 ， 是 杜 勃 讷 1992 年 发 现 的 。 除 了 其 中 只 有 素数 


以 外 ， 它 还 有 另外 两 个 奇特 之 处 :一 是 整个 素数 由 
72323252323272325252 重复 155 次 ， 最 后 再 重复 一 次 时 以 53 收尾 ;二 
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是 素数 中 总 是 先 出 现 一 个 奇 素 数 (3、5 或 7) ， 后 面 紧 跟 着 一 个 偶 素数 
2, НЯЖА 2 位 除外 。 

(2) 包括 从 0 到 9 的 全 部 数字 的 素数 

(1) оо (2) ою (3 ) ою (4) ою (5) пою (6) 100 (7 ) 100(8) о (9) ою (0) а51 


ТЖ ИН 2000 年 发 现 的 ， 共 15646 位 ， 它 顺序 出 现 1000 — 


个 1，1000 个 2，1000 个 3，…，1000 个 9， 最 后 是 6645 个 0， 然 后 以 
1 收尾 。 


ЖЕРІ 


所 谓 可 道 素 数 (reversible prime) 是 正 读 为 素数 ， 反 读 也 是 素数 。 
显然 ， 上 面 讨论 的 回 文 宁 数 也 是 一 类 可 道 率 数 ， 但 正 读 、 反 读 都 一 样 而 
Bs 

ЕВ ВУ Л, К в] и = Жо: 13, 17, 31, 37, 71, 73, 79, 97, 
107, --; ЖУ ЕЖ 1453, 1559, 1583,.-; 更 大 的 有 987653201 等 。 

впр БО СИЯ ЕМ ЕН УХ (Jaremiah P. Farrell ) БЖ, 
卡 德 (Leslie Е. Саға) 把 可 逆 素 数 称 为 “ 埃 米尔 素数 ” (етшир). ЖЖ 
尔 是 穆斯林 国家 的 商 长 或 王公 贵族 。 卡 德 之 所 以 把 可 逆 素 数 叫 做 埃 米 尔 
素数 ， 笔 者 猜测 大 约 有 2 层 意 思 : 一 是 这 类 素数 很 珍贵 稀少 ; 二 是 首先 
研究 这 个 问题 的 法 雷 尔 大 概 是 一 个 穆斯林 (从 他 的 名 字 看 是 这 样 ， 但 笔 
者 未 查 到 法 雷 尔 的 资料 ) 。 

可 逆 素 数 确实 比较 稀少 。2 位 素数 中 只 有 4 对 ，3 位 素数 中 有 14 
对 ，4 位 素数 中 有 102 对 。 卡 德 曾经 给 出 了 10 以 内 的 所 有 可 逆 素 数 。 

在 可 逆 素 数 中 ， 又 有 两 类 很 特殊 的 。 一 是 素数 中 没有 重复 数字 ， 这 
叫 “no-rep emirp”。 这 类 可 逆 素 数 当 然 只 限于 10 位 以 内 ， 因 为 超过 10 
位 的 至 少 有 2 个 相同 数字 。 并 且 , 0-9 的 10 个 数字 不 管 如 何 排列 ， 其 
和 为 45$， 也 就 是 说 其 数字 根 为 9， 因 此 形成 的 数 必 是 9 的 倍数 ， 不 可 能 
是 素数 。 这 类 可 道 素数 中 最 大 的 一 个 是 包含 9 个 数字 的 987653201 。 
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I 还 有 一 类 是 循环 可 逆 素 数 ( сусіс ешир), ҢІ 
) 如 果 把 素数 的 最 高 位 数字 重复 地 移 到 尾部 去 ， 形 成 
的 数 始终 也 是 可 逆 素 数 ， 那 么 这 个 可 逆 素 数 就 叫 特 
图 9-1 Жаран 环 可 道 素数 。 例 如 193939 ， 把 这 个 数 的 各 个 数位 排 
成 一 圈 ， 那 么 不 管 从 哪个 数字 出 发 ， 也 不 管 是 顺 时 
针 方 向 还 是 逆 时 针 方向 ， 取 6 位 都 得 到 素数 ， 如 图 9-1。 
循环 可 逆 素 数 就 太 少 太 少 了 。 在 3 位 、4 位 、5 位 的 素数 中 一 个 也 没 
有 ,6 位 的 就 只 上 面 1 个 。 有 人 曾经 花 很 大 工夫 寻找 7 位 以 上 的 循环 可 逆 
素数 ， 但 都 一 无 所 获 。 最 后 ， 约 瑟 夫 . ЕШ) (Joseph Buhler) 证 明 7 位 以 
上 素数 中 不 可 能 有 循环 可 逆 素 数 。 
非常 有 趣 的 是 ， 若 于 可 逆 素 数 还 能 组 成 一 种 特殊 的 “ 幻 方 ”。 图 9-2 
”和 图 9-3 分 别 给 出 了 4 阶 和 5 阶 的 2 “ЖІ”, Eh, ЯН, 
列 和 2 条 对 角 线 上 的 数 都 是 可 道 素数 。 这 样 ， 一 个 n 阶 的 埃 米 尔 幻 方 中 包 
含 的 不 同 素数 就 有 4(m +1) 个 之 多 。 


9-2 4 阶 埃 米 尔 幻 方 图 9-3 5 阶 埃 米 尔 幻 方 


当然 ， 不 是 任意 7 阶 都 有 埃 米 尔 幻 方 的 。 例 如 ,2 阶 和 3 阶 就 没有 。4 
阶 的 只 有 上 和 面 给 出 的 1 个 。5 阶 的 不 止 上 面 给 出 的 工 个 ,有 兴趣 的 谈 者 不 
妨 试 试 目 己 找 出 几 个 来 。 此 外 ,由 于 素数 必 以 13 7 9 结尾 ,所 以 埃 米尔 约 
方 周边 方 格 中 只 能 是 这 4 个 数字 ， 因 此 ， 阶 数 高 于 4 的 埃 米 尔 幻 方 不 可 能 
由 no-rep emirp 组 成 。 
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0.4 李 生 素数 


ЖЕМЕ ЖЖ (twin primes) 是 这 样 的 一 对 素数 ， 它 们 的 值 相差 2。 
或 者 说 ， 连 续 的 2 个 奇数 如 果 都 是 素数 ， 则 称 之 为 挛 生 素数 ， 例 如 : 3 
И De 在 10000 以 内 的 挛 生 素数 共 130 对 ， 最 大 
的 一 对 是 9678 +1。 李 生 素 数 是 否 无 限 ? 这 又 是 一 个 至 今 未 解 之 谜 。 

克利 门 特 (Р. А. Clement) 早 在 1949 年 就 给 出 了 判定 正 整 数 n п 
+2 是 否 是 一 对 挛 生 素数 的 法 则 如 下 : 

М НИЯ >ч 

4|(п-1)! +1] +n=0[moda(n +2) | 

л Жи +2 МА Е ЖА, 

利用 前 面 介 绍 过 的 威尔逊 定理 不 难 证 明 这 个 法 则 。 奇 怪 的 是 ， 纵 使 
有 这 样 一 个 法 则 ， 人 们 在 寻求 “最 大 李 生 素数 ”方面 的 进展 远 远 不 如 寻 
求 “ 最 大 素数 ”方面 的 进展 大 。1972 年 时 的 最 大 挛 生 素数 记录 是 
76 х3 +1, ЕНЕ (Н. С. МіШат) ЯЗ (С. К- Zaruke) 创造 
№). 1979 4+, А Я] (Robert Вай Ше) 把 这 个 记录 提高 到 
297 x2”*° +1. 10 年 以 后 ，Amdahl 公司 的 帆 拉 第 (В. Parady) 、 史 密斯 
(J. Smith) 和 扎 拉 托尼 罗 ($. Zarantonello) 把 这 个 记录 推进 到 1706595 
x2 +1, ЖАЛ 90 年代 以 后 ， 不 断 刷新 这 一 记录 的 又 是 杜 勃 调 ， 他 
1995 年 发 现 的 一 对 最 大 挛 生 素数 是 570918348 x 10 ”+ 上 1。 这 对 挛 生 素 
数 的 位 数 各 有 5129 位 。1995 年 以 后 ,不 断 有 人 打破 杜 勃 讷 的 这 一 记 
录 ， 新 发 现 的 挛 生 素数 一 对 比 一 对 大 ， 详 见 表 9-1。 有 目前 已 知 的 一 对 最 
大 挛 生 素数 有 51090 位 。 比 较 一 下 目前 已 知 的 最 大 素数 已 经 是 980 多 万 
位 的 数 ， 这 对 挛 生 素数 不 是 “小 ”得 可 怜 吗 ? ЧА, ДІР ЙЫН, 
是 无 限 的 ， 那 么 它 的 新 记录 也 总 是 要 不 断 涌现 的 。 
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表 9-1 近年 来 发 现 的 极 大 挛 生 素数 对 


挛 生 素数 对 МЖ 发现 年份 发 现 者 
835335 х 239014 +] 11751 1999 Ballinger 等 
361700055 x 229020 + | 11755 1999 Lifchitz 
871892617365 х2499 4 | 14462 1999 Indlekofer 等 
2230907354445 х 24800 + | 14462 1999 同上 
2409110779845 х 28000 „| 18075 2000 同上 
4648619711505 х 280000 +1 18075 2000 同上 
291889803 х 250090 4 | 18098 2001 Boivin 等 
83475759 х 289 +1 19562 2000 Underbakke 等 
1693965 х 29643 + | 20008 2000 LaBarbera 等 
781134345 х 2565 +] 20011 2001 Underbakke 等 
665551035 x 280025 + | 24099 2000 同上 
1807318575 х 298305 + | 29603 2001 同上 
318032361 х 219%! +1 32220 2001 同上 
1765199373 х 210720 + | 32376 2002 McElhatton 等 
60194061 x 2!14689 + | 34533 2002 Underbakke 等 
33218925 x 21696%0 + | 51090 2002 Papp 等 


关于 李 和牛 素 数 ， 还 有 一 点 值得 指出 ， 即 所 有 挛 生 素数 均 有 6mz+1l 的 
形式 ,但 6n +1 的 数 却 不 一 定 是 素数 。 


) ) 形成 级 数 的 素数 


在 系数 表 中 ， 我 们 还 能 发 现 有 一 些 素数 恰好 形成 算术 级 数 。 例 如 : 

7, 37, 67, 97, 127, 157 (公差 30) 

7, 157, 307, 457, 607, 757, 907 (公差 150) 

71, 2381, 4691, 7001, 9311, 11621, 13931 (公差 2310) 

107, 137, 167, 197, 227, 257 (公差 30) 

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089 (Z 

3 210) 

这 一 现象 引起 了 许多 数学 家 的 注意 并 就 此 展开 研究 ， 取 得 了 许多 成 
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Жо НЕ СЕ ЖИ ЖИН НХ ГАН 5 ТЕ BJ ТЕЛА Ж. НЕ 
1837 年 ， 犹 里 名 莱特 (G.L. Dirichlet) 就 给 出 了 有 关 这 一 问题 的 一 个 最 
经 典 和 最 重要 的 定理 ， 这 个 定理 说 ， 寿 422 和 az0 是 2 个 互 为 素数 的 
正 整 数 ， 则 下 列 算术 级 数 包含 无 限 多 的 素数 
а, а+а, а+2а, а+3а, ·-- 

注意 : 这 个 定理 并 没有 说 这 个 算术 级 数 中 的 每 一 项 都 是 素数 ， 而 是 
说 其 中 有 无 限 多 的 项 是 素数 。 我 们 感 兴趣 的 当然 还 是 所 有 项 都 是 素数 的 
级 数 。 数 学 家 们 致力 于 找 项 数 尽 可 能 多 的 级 数 ， 可 异 至 今 进 展 不 大 。 前 
面 我 们 列 出 的 几 个 级 数 中 ， 项 数 最 多 的 一 个 是 10 17, 022 210, НМ 
199， 末 项 2089。 有 了 计算 机 以 后 ， 人 们 陆续 发 现 了 包括 12 项 (1958 
年 )，13 项 (1963 4F), 14 27, 15 项 (1994), 16 项 (1976 年 )， 
7 项 (1977 Е), 18 项 (1983 Ж), 19 项 (1984 年 )，20 项 (1987 
年 )，21 项 〈1992 年 ) 和 22 项 〈1995 年 ) 的 级 数 。 包 括 22 项 的 级 数 
其 公差 为 4609098694200， 首 项 为 11410337850553, 是 普 里 恰 特 
(Р. Pritchard) 等 3 人 动用 60 多 台 计 算 机 协同 工作 才 找 到 的 。 杜 勃 讷 在 
同一 年 也 找到 了 一 个 级 数 ， 虽 然 只 有 7 项， 公差 只 有 210, 但 其 首 项 已 
经 是 一 个 97 位 的 素数 ， 从 而 也 创造 了 了 记录。 至今， 有 没有 由 素数 组 成 
的 任意 长 的 算术 级 数 ， 比 如 说 有 50 项 的 素数 序列 ， 仍 然 是 一 个 未 知 数 ， 
需要 人 们 继续 去 研究 与 探索 。 


) Í ЕЕ т МН 


素数 同 п 是 什么 关系 ? 我 们 知道 ， 圆 周 率 是 无 理 数 ， 其 数位 是 
无 限 延 伸 的 ， 而 且 其 中 0，1，2，…，9 出 现 的 频率 是 相等 的 。 图 9-4 
是 用 计算 机 打印 出 来 的 7 的 前 8182 位 ， 其 中 0 ~9 各 数字 出 现 的 频率 也 
是 基本 相等 的 。 目 前 的 记录 是 2002 年 创造 的 ,将 严 的 值 算 至 12411 亿 
位 。7 值 (不 考虑 小 数 点 ) 在 任意 位 数 上 中 断 是 否 能 给 出 素数 ? 研究 结 
条 令 人 司 奇 ， 这 种 情况 竟然 极 少 极 少 ， 至 今 只 发 现 了 4 个 ， 即 
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ЕН 9-4 zt 的 前 8182 位 
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3 
31 
314159 
31415926535897932384626433832795028841 
最 后 这 个 38 位 的 7 是 1979 年 由 В. 页 利和 马 文 ， 旺 特 利 布 (Mar- 
уіп Wunderlich) 证 明 为 素数 的 。 贝 利 还 曾经 对 值 一 直 验 证 到 432 位 ， 
都 未 再 发 现 素 数 。 但 是 否 就 不 再 有 第 5 个 第 6 
个 …… 由 7 值 形成 的 素数 了 呢 ?” 目 前 也 还 不 能 下 结论 。 
髓 一 个 是 计数 数 ， 即 按 顺 友 号 下 1 ，2，3，… 形 成 的 数 
123456789101112131415161718192021… 
在 计数 的 某 一 点 上 中 断 能 给 出 素数 吗 ”显然 在 计 至 偶数 时 中 汤 绝 不 
会 形成 素数 ， 但 令 人 意 想 不 到 的 是 ， 在 任意 奇数 上 上 中断 也 至 今 没 有 发 现 
一 个 素数 ! 哈里 ' 尼尔森 (Harry Nelson) 已 经 对 此 一 直 验 证 到 2” 位。 
但 继续 验证 下 去 会 不 会 碰 到 素数 ? 对 此 也 没有 人 敢 下 结论 说 “会 ”或 
“不 会 ”。 
1980 年 剑桥 大 学 的 人 类 学 家 里 奥 ， 1800 (Reo Е. Fortune) 提出 了 
这 样 一 个 问题 : ЕР, 为 最 前 面 几 个 素数 的 乘积 ， 即 
Р. = 站 PPa…pPn 
令 0, 是 大 于 P, +1 的 最 小 素数 ， 也 就 是 在 已 +1 这 个 自然 数 之 后 
遇 到 的 第 一 个 素数 。 冉 今 
F =0, -Р, 
这 个 Е, 会 有 什么 性 质 呢 ? в п =1，2，3，… 去 验证 了 一 下 ， 
发 现 Е, 这 个 序列 有 以 下 情况 : 
3,5, 7, 13, 23, 17, 19, 23, 37, 61, 67, 61, 71, 47, 107, 
59, 61, 109, 89, 103, 79, .- 
这 个 序列 中 都 是 素数 ! НОНИ Р, 全 为 素数 。 福 琼 的 这 个 猜测 
对 吗 ? НАЕМЕ 0 Е, 因此 被 叫做 “ 笠 运 数 ” (fortunate number) 。 
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) 1 一 些 素数 倒数 的 特殊 性 质 


除了 素数 本 身 具 有 种 种 特殊 的 性 质 外 ， 数 学 家 们 还 发 现 ， 若 干 素数 
的 倒数 也 具有 一 些 非 常 有 趣 而 特殊 的 性 质 。 首 先 ， 许 多 素数 的 倒数 出 现 
循环 小 数 ， 如 


=0. 090909... 


= 0. 076923076923... 


5 -0.0588235294117647-- 


其 中 ， 有 几 个 循环 小 数 非常 特别 ， 如 


1 -0. 142857... 

7 

2 x 2-0. 285714... 
3х 2-50. 428571... 
4х —=0. 571428... 
5х 2-0 714285... 
6 x =0 857142... 


我 们 看 到 ， 坟 分 别 乘 以 2、3、4、5 、6 以 后 获得 的 数 的 组 成 同 二 完全 


一 样 ， 只 是 次 序 发 生 了 变化 。 数 学 家 把 这 样 的 数 叫做 “循环 数 ” (cyclic 
182 =——— 


(29 素数 奇 趣 


number), 142857 是 其 中 之 一 。 如 果 把 0 ~9 这 10 个 数字 均匀 地 安排 在 一 
个 圆周 上 ， 那 么 ， 这 个 循环 数 中 各 数字 的 顺序 形成 一 个 很 引 人 注 目的 对 称 
图 案 (9-5). 


Ф `0 
ес 


5 4 


图 9-5 循环 数 142857 形成 对 称 图 案 


把 循环 数 142857 ЖАТ 以 上 的 数字 时 ， 也 会 出 现 一 些 有 趣 的 现象 。 
例如 
142857 x 12 = 1714284 
如 果 把 乘积 首位 的 1 取 下 来 加 到 末尾 的 4 上 去 ， 结 果 又 得 到 了 循环 
数 的 另 一 形式 714285， 相 当 于 142857 х5! 
又 例如 ， 把 142857 取 平 方 
142857? -20408122449 
把 结果 分 成 前 5 位 和 后 6 位 两 个 数 相 加 
20408 + 122449 = 142857 
竟然 又 重新 变 成 了 原来 的 循环 数 ! 具有 这 种 性 质 的 数 叫 做 “ 卡 泼 里 
卡 数 ” (Kaprekar number) 。 
循环 数 142857 同 9 这 个 数字 也 有 着 千 丝 万 缕 的 关系 。 由 于 142857 
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Е КИМА, Е 


142857 х7 =999999 

41 142857 分 成 前 后 2 个 3 位 数 相 加 

142 +857 = 999 
把 142857 分 成 3 组 2 位 数 相 加 
14 +28 +57 =99 
把 142857 一 位 一 位 相 加 
1+4+2 +8 +5 +7 =27 

把 结果 27 再 分 成 2 个 1 位 数 相 加 ， 结 果 也 是 9。 

对 于 任何 数 ， 如 果 从 个 位 起 分 成 3 位 3 位 的 若干 组 相 加 得 结果 为 
999 的 话 ， 它 必 是 999 的 倍数 ， 因 此 142857 一 定 是 999 的 倍数 ， 实 际 上 

142857 =999 х143 

我 们 再 来 进一步 看 一 个 有 趣 的 .并 从 而 可 用 来 进行 速算 的 现象 。 由 于 7 
х 142857 =7 x 999 x 143 ,而 7 x 143 =1001,142857143 х7 =1000000001， 这 
样 ， 你 就 可 以 用 以 下 办 法 以 内 电 般 的 速度 获得 任意 一 个 9 位 数 乘 以 
142857143 的 积 : 把 这 个 任意 9 位 数 连续 写 2 遍 ， 然 后 除 以 7。 比 如 ， 要 
求 577831345 x142857143 的 积 ， 那 么 你 通过 用 7 除 577831345577831345, 
立即 就 可 以 得 到 所 需 乘 积 82547335082547335 了 。 这 个 速算 法 是 著名 娱乐 
数学 家 马丁 加 德 纳 (Martin Gardner) 发 现 的 。 

142857 这 个 数 的 两 半 还 有 为 一 个 有 趣 的 性 质 ， 即 铬 用 它 的 前 3 位 
142 去 除 它 的 后 3 位 857 ， 其 商 是 6 =7 -1， 而 余数 是 5 =7 -2， 也 就 是 
说 

857 =142 х6 +5 

把 142857 分 成 3 位 3 位 一 组 或 2 位 2 位 一 组 相 加 必得 999 或 99 这 
一 性 质 ， 对 于 142857 的 任意 倍数 (0 除外 ) 也 都 成 立 ， 只 要 遵守 分 组 
从 个 位 开始 ， 以 及 答案 超出 3 位 或 2 位 时 重复 一 下 这 个 过 程 这 样 2 条 规 
则 。 例 如 对 142857 的 361 售 
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(099 ЖЖ ЕНЕ 


142857 х361 -51571377 
51-571 +377 -999 
51-57-13-77-198, 1-98-99 
又 例如 142857 4974 1% 
142857 x 74 = 10571418 
10 +571 +418 =999 
10 +57 + 14 +18 =99 


由 于 重复 同一 数字 可 以 看 成 是 比率 为 -0 的 等 比 级 数 各 项 之 和 《比如 


可 以 把 666 看 成 是 600，60，6 之 和 ) ， 因 此 这 样 的 循环 小 数 可 以 通过 


把 革 些 等 比 级 数 相 加 而 获得 。 比 如 可 以 通过 把 1，3，9,… 这 个 级 数 相 
加 而 获得 142857... 


3 
9 
277 
81 
243 
729 
2187 
142857.- 
也 可 以 通过 把 7，35，175 ，… 这 个 级 数 由 后 往 前 相 加 而 获得 
7 
3 5 
175 
875 
4375 
21875 
109375 


857142857142857 
ХИН ж Аў 7 ВУ Е, ПГ H 14，28，56，… 这 样 一 个 级 数 来 生成 
142857 
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T42857143857142857— 0 - 

以 上 我 们 比较 详细 地 讨论 了 二 = 0. 142857… 这 个 数 的 许多 有 趣 的 性 
质 。 这 些 性 质 对 于 其 他 一 些 素数 的 倒数 大 体 上 也 都 是 成 立 的 ， 其 条 件 
是 : 出 现 循环 小 数 的 循环 周期 具有 最 大 值 ， 即 若 二 出现 循环 小 数 ， 其 特 
环 周期 为 n -1。 符 合 以 上 条 件 的 素数 除 7 外 ， 还 有 17，19，23，29， 
47, 59, 61, 97, 109, 113, 131 等 ， 多 不 多 呢 ? 不 多 。 按 照 商 克 斯 


(Danill Shanks) 的 合计 ， 素 数 中 大 约 只 有 3/8 符合 这 个 条 件 。 此 外 ,他 
还 证 明 ， 周 期 数 为 偶数 的 素数 恰好 比 周 期 数 为 奇数 的 系数 多 1 倍 。 


上 面 我 们 说 = 0. 142857 所 具有 的 性 质 ， 对 于 循环 周期 具有 最 大 


值 的 其 他 素数 倒数 大 体 上 也 都 是 成 立 的 。 为 什么 说 “大 体 上 ” 昵 ? 这 
是 因为 如 等 比 级 数 的 比率 等 ， 可 能 出 现 稍 许 不 同 的 情况 ， 而 其 他 性 质 几 
平 都 是 一 样 的 。 如 二 也 有 最 大 循环 周期 6， 因而 有 

Ë 
7 


2 
17 
3 


т = 0. 17647058 82352941 


= 0. 05882352 94117647 


кеі! 


- 0. 11764705 88235294 
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25-0. 82352941 17647058 
ә = 0. 88235294 11764705 
19 -0. 94117647 05882352 
明 眼 人 一 眼 就 能 看 出 ， 互 补 的 一 对 数 (MS, 2р, ия 


4，…) 其 循环 小 数 的 前 8 位 和 后 8 位 刚好 调 了 个 个 ， 而 同一 数 的 前 8 


位 和 后 8 位 相 加 刚好 是 99999999 
05882352 +94117647 =99999999 
把 16 位 循环 小 数 分 成 4 位 一 组 相 加 
0588 +2352 +9411 +7647 = 19998, 1 +9998 =9999 
分 成 2 位 一 组 相 加 
05 +88 +23 +52 +94 +11 +76 +47 =396, 3 +96 = 99 
一 位 一 位 相 加 
0+3+8+8+2+3+5+2+9+4+1+1 
+7+6+4+7=72, 7 +2 =9 
这 些 性 质 我 们 前 面 都 已 经 见 过 了 。 


对 于 循环 周期 不 是 最 大 值 的 素数 倒数 ， 其 性 质 则 要 复杂 得 多 。 如 三 


=0. 076923076923 ， 其 循环 周期 仅 是 最 大 值 13 -1 =12 的 一 半 。 我 们 来 
看 一 下 用 2 ~ 12 乘 这 个 倒数 出 现 的 情况 


] 
2 х5 = 0. 153846 


I 
= 0. 2307 
3 хі 0. 230769 


1 
4х 13 - 0. 307692 


1 
5 x 13 - 0. 384615 
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] 
6 x 13 - 0. 461538 


1 
7 x = =0. 538461 


] 
8 x 13 - 0. 615384 


1 
9х 13 - 0. 692307 


| 
10 х---0. 23 
0 x 0. 769230 


и. 
П хз = 0. 846153 


1 
12 x ІЗ - 0. 923076 


5 4 


图 9-6 ЖЫ 076923 形成 对 称 图 案 


由 于 6 位 循环 数 只 能 出 现 6 次 ， 这 样 ， 用 2 ~ 12 乘 二 时 ， 其 中 一 组 


64- (1, 3, 4,9, 10, 12) 出 现 循环 数 076923 ， 其 余 6 个 (2, 5, 6, 
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7, 8, 1) 出 现 男 一 个 循环 数 133846， 把 0 ~9 这 10 个 数字 均匀 地 安排 
在 一 个 圆周 上 ， 把 循环 数 076923 各 数字 顺序 连接 起 来 将 形成 一 个 引 人 
注目 的 对 称 图 案 ， 如 图 9-6。 把 循环 数 153846 各 数字 顺序 连接 起 来 也 将 
是 一 个 对 称 图 案 ， 读 者 可 自行 验证 。 


я 


1141 -1=40 的 1/8, 因此 二 的 各 倍数 将 分 成 8 组 ， 每 组 中 的 5 个 数 是 

由 相同 数字 组 成 的 循环 数 ， 共 有 8 个 循环 数 ， 如 表 9-2。 互 补 的 数 对 
| .40 | 

Иа, ...) 相 加 仍 产生 99999. 


表 9-2 
1 1⁄41 =. 02439 10/41 =. 24390 16/41 =. 39024 18/41 =. 43902 37/41 =. 90243 
2 2/41 =. 04878 20/41 =. 48780 32/41 =. 78048 33/41 =. 80487 36/41 =. 87804 
3 3/41 =. 07317 7/41 =. 17073 13/41 =. 31707 29/41 -.70731 30/41 =. 73170 
4 4⁄41 =.09756 23/41 =. 56097 25/41 =. 60975 31⁄41 =. 75609 40/41 =. 97560 
5 5/41 =. 12195 8/41 =. 19512 9/41 =. 21951 21/41 =. 51219 39/41 =. 95121 
6 6/41 =. 14634 14/41 =. 34146 17/41 =. 41463 19/41 =. 46341 26/41 =. 63414 
7 1/41 =. 26829 12/41 =. 29268 28/41 =. 68292 34/41 =. 82926 38/41 =. 92682 
8 15/41 =. 36585 22/41 =. 53658 24/41 =. 58536 27/41 =. 65853 35/41 =. 85365 


最 后 我 们 给 出 利用 循环 小 数 来 解决 一 个 有 趣 数 学 问题 的 例子 。 这 个 


问题 是 著名 的 英 籍 波兰 科普 作家 、 数 学 家 雅 可 布 . 过 洛 诺 夫 斯 基 
(J. Bronowski, 1908 ~ 1974) 发 表 在 1949 年 12 Н 24 日 的 “New States- 
тап апа Nation” 上 ， 作 为 圣诞 节 娱 乐 内 容 之 一 的 。 这 个 问题 是 这 样 的 : 
求 一 个 最 小 的 整数 ， 把 这 个 整数 最 左边 的 高 位 移 到 最 右边 去 以 后 ， 新 的 
数 恰好 是 原来 的 数 的 1 售 半 。 读 者 可 以 先 试 着 日 己 去 解 这 个 题 ， 做 不 出 
来 再 来 看 下 面 的 解法 ; 做 出 来 的 可 以 把 自己 的 解法 同 下 面 的 解法 作 一 个 
比较 ， 看 哪个 解法 更 巧妙 一 些 。 
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设 要 求 的 数 是 =а,а, ia:…azaiao， 则 经 过 变换 以 后 的 数 是 3 >. 


-а, 14, -2 CC2CIC0OCno 
现在 我 们 考虑 如 下 循环 小 数 
х-а,. 4,484, <аҙа,ауа,а, G, G.G, ао 


把 x 除 以 10《〈 也 就 是 把 小 数 点 左 移 一 位 ) 


x 
та = Qn 10 2 G.G dod G. 1а, 2777а4,4,47: 


10 
从 zx a, 


х-а,-<4, |4,-27""4201000,0,-10,-27:80|0077: 


上 述 第 一 个 小 数 各 是 一 个 纯 循 环 小 数 ,其 中 的 数 正 是 N 中 的 数 ;第 


二 个 小 数 x а, 也 是 一 个 纯 循环 小 数 ,其 中 的 数 正 是 3 中 的 数 。 因 此 


Е 7 
ЕТТ 


化 简 得 17x =20 a,。 
因为 要 求 的 是 最 小 整数 ,所 以 应 取 а, =1, 这 样 z= 全 = 135, RAT 


面 已 经 见 过 了 ,是 一 个 循环 小 数 ,因此 x = 1. 1764705882352941。 根 据 x 的 定 
义 , 可 知 N =1176470588235294 ,这 就 是 所 要 求 的 数 。 如 果 我 们 验证 一 下 ,把 
最 高 位 1 移 到 末尾 去 ,那么 可 以 看 到 ,两 者 恰 为 1.5 倍 关 系 
1764705882352941 -1.5 х1176470588235294 
І Јр АУА АРЕ Р, МН A AHB 2138 ЖЕСЕ 
竟然 有 16 位 ! 另外 ,这 个 问题 当然 也 可 以 通过 把 N 表达 成 
М-10%а, +10" а, tv +10 + a, +10' .a, +10° + а, 
然后 根据 条 件 找 出 关系 去 求解 ,但 那样 会 繁复 和 麻烦 得 多 ;而 巧妙 地 
利用 循环 小 数 则 简单 得 多 了 。 最 后 ,这 个 问题 的 答案 恰恰 是 素数 17 的 倒 
数 所 形成 的 循环 数 分 别 乘 2( 给 出 N) 和 乘 3( 给 出 1.5 倍 N)。 如 果 不 要 
求 是 最 小 整数 , 则 石 取 а, =2 ,答案 将 是 该 循环 数 乘 4; 皮 a, =3 ,是 该 循环 
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数 乘 6; 取 a, =4, 是 该 循环 数 乘 8; 肥 a, =5 ,是 该 循环 数 乘 10 ,你 看 多 有 
意思 。 

把 这 个 问题 推 而 广 之 ,如 果 要 求 把 一 个 数 的 最 左 一 位 移 到 最 右边 去 ， 
新 的 数 是 原来 的 数 的 3 倍 ,我 们 可 以 如 法 炮制 ,立刻 得 到 结论 ,这 个 数 是 
素数 7 的 倒数 所 形成 的 循环 数 142857 ( 解 题 中 取 а, = 1) 。 如 果 不 要 求 是 
最 小 整数 ,那么 可 有 取 а, =2 ,是 该 循环 数 乘 2, 即 285714。 而 如 果 要 求 把 一 
个 数 的 最 左 一 位 移 到 最 右边 以 后 ,新 的 数 是 原来 的 数 的 5 倍 , 那 么 答案 就 
是 该 循环 数 匀 5 , 即 714285. 


) 0 素数 分 布 的 有 起 图 案 


前 面 我 们 介绍 过 有 关 素 数 分 布 的 一 些 有 趣 现象 ， 如 欧 拉 公 式 产 生 的 
素数 在 方 阵 对 角 线 上 (图 8-1) ， 乌 拉 姆 观察 到 的 素数 分 布 规律 图 (图 
8-2 和 图 8-3 ) 。 这 一 节 我 们 介绍 另外 两 位 科学 家 在 这 方面 所 做 的 有 趣 工 
ТЕ 

首先 是 IBM 公司 的 研究 员 庇 考 夫 (我 们 前 面 已 经 见 过 他 了 )， 他 建 
立 一 个 素数 的 序列 p,， 当 i=0, 1, 2, 3,… 时 , ро =2, р, =3, р, = 
5, p. =7，…。 然 后 他 画 出 p, 对 p;, 1 的 图 ， 则 由 于 素数 序列 中 的 间隔 ， 
将 形成 一 条 和 斜率 大 约 是 1、 稍为 有 些 弯 弯曲 曲 的 对 角 线 。 

如 果 在 同一 个 坐标 轴 中 男 一 系列 р, 对 p;,, 的 图 ，a 分 别 取 上，2， 
3，…,200， 则 形成 的 图 案 如 图 9-7 所 示 ， 非 常 像 一 幅 方 格 花纹 布 ， 其 
底部 边缘 就 是 上 面 说 的 产 对 疡 ,的 图 形 。 方 格 花纹 的 玻 密 程度 表示 出 了 
素数 序列 中 的 间隔 。 如 果 取 傅 来 愈 大 的 素数 作 这 个 图 ， 则 素数 变 得 愈 来 
愈 稀 少 ， 因 此 方 格 花纹 布 也 变 得 您 来 愈 粗糙 。 

庇 考 夫 的 这 个 图 案 是 用 计算 机 产生 的 。 在 IBM RISC System/6000 
上 ， 用 幼 拉 脱 斯 芬 的 得 法 获得 上 述 图 形 所 需 的 全 部 素数 只 需要 1 ~2 #b 
钟 。 

第 二 位 是 德国 哥 廷 根 大 学 的 物理 教授 施 罗 德 (Manfred 
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图 9-7 р; 对 p;,。 的 图 形 
В. Schroeder) ， 他 在 黑色 坐标 纸 上 作 出 下 列 消 数 的 图 形 


1, 如 果 x #ly 是 互 素 的 数 

f(x,y) = 1 речи 

РЕ J +1 FF, НА, х ЖІУІНДЕ 1 #1 256 之 间 时 的 图 
形 如 图 9-8 Ат, 2181—08 аНЫ 1 这 个 图 除了 一 些 很 明显 的 特点 
(例如 白 点 相当 均匀 ) 外 ， 还 有 一 些 比较 隐蔽 的 特点 ， 比 如 能 被 某 一 整 
数 整除 的 数 是 具有 周期 性 的 ， 即 每 2 个 数 中 有 一 数 能 被 2 整除 ， 每 3 个 
数 中 有 一 数 能 被 3 整除 ， 每 5 个 数 中 有 一 数 能 被 5 整除 ， 如 此 等 等 。 因 
此 ， 在 无 限 区 间 中 任 取 一 数 能 被 一 个 素数 p 整除 的 概率 是 1/p， 任 取 黄 
个 数 都 能 被 p 整除 的 概率 是 1/p”， 而 不 能 同时 被 p 整除 的 概率 是 
1 -1/p’ 
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# 9-8 函数/ (x, у) 的 图 形 

那么 ， 任 取 两 个 数 互 素 的 概率 已 是 多 少 呢 ? 可 以 算出 P= б/т = 
0. 6079... (计算 过 程 涉及 比较 深奥 的 数学 ， 我 们 这 里 不 介绍 了 ， 感 兴趣 
的 读者 可 参阅 《Mathematical Intelligencer》 (Vol.4 (1982), р. 158 ~ 
161); 或 施 罗 德 的 专著 《Number Theory іп Science апа Communication) , 
Springer Verag，1984) 。 如 采 我 们 用 2 和 11 之 间 的 100 对 数 来 验证 的 
话 ， 互 素 的 正好 有 60 对 。 

ЛАУ (х, у) 的 平均 值 是 多 少 呢 ? 因 为 函数 值 为 +1 的 概率 为 
б/т", -1 的 概率 为 1-6/m ， 因 此 f(x，y) 的 平均 值 将 为 

(+1)(6/m) +(-1)(1 -6/m) = 0.2158… 

对 上 述 清 数 进行 依 里 叶 变 换 也 很 有 意思 。 图 9-9 就 是 对 / (х, у) Ж 
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图 9-9 对 f(x, у) 进行 傅 里 叶 变换 获得 的 图 形 
行 如 下 离散 傅 里 叶 变 换 的 结果 
g(w,v) = х У f(| y) em 
同上 面 不 一 样 的 是 ， 当 x Му 两 者 的 最 大 公约 数 GCD (x, y) =1 BF, 在 
黑色 坐标 纸 上 男 一 个 白 点 ， 否 则 不 画 ; 而 白 点 的 大 小 则 根据 傅 里 时 变换 
的 幅 值 而 有 不 同 ， 从 而 使 幅 值 愈 大 ， 则 日 点 愈 大 、 愈 亮 ， 形 成 内 烁 星空 
的 效果 。 这 个 图 对 两 条 对 角 线 是 对 称 的 ， 对 中 央 的 水 平和 垂直 轴 则 是 近 
似 对 称 的 。 通 过 计算 ， 我 们 还 可 以 知道 ， 图 9-9 中 那 4 颗 最 亮 的 星 是 对 
应 于 素数 3 的 ， 次 亮 的 4x4 =16 颗 星 是 对 应 于 5 的 ， 而 4x9 =36 = 
等 星 是 对 应 于 7 的 。 
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到 这 里 为 止 ， 我 们 所 讨论 的 素数 都 是 定义 在 整数 域 Z 上 。 这 一 节 ， 
我 们 来 介绍 两 个 不 是 定义 在 整数 域 上 的 素数 ， 即 高 斯 素数 和 艾 森 斯 坦 素数 。 
高 斯 素数 ( Gauss primes) 是 定义 在 复数 域 C 上 的 ， 它 是 高 斯 整数 
n+im 的 一 个 子 集 ， 其 中 六 = -1。 在 整数 域 上 具有 45 -1 形状 的 普通 素 
数 在 复数 域 上 仍然 是 素数 ， 即 高 斯 素数 ， 而 2 以 及 形 如 4k + 1 的 普通 素 
数 在 复数 域 上 可 以 被 分 解 ， 因 此 就 不 是 高 斯 素数 了 ， 因 为 我 们 有 
ЖЕСЕ Ж: 
ола (ОЭ) 
і (нз а) 


高 斯 素数 在 阿尔 甘 图 ( Argan Diagram) 上 的 分 布 形成 十 分 有 趣 的 图 
案 ， 如 图 9-10， 它 曾经 被 用 在 一 种 日 布 上 。 所 谓 阿 尔 甘 图 ， 是 瑞士 数学 
家 阿尔 甘 (Jean Robert Argan, 1768 ~ 1822) 发 明 的 用 几何 学 上 的 方法 
表示 复数 的 图 形 。 图 9-10 是 范 数 (norm) п’ +m <1000 时 的 情况 。 


图 9-10 高 斯 素数 分 布 的 阿尔 甘 图 
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高 期 的 学 生 艾 森 斯 坦 (Ferdinand Gotthold Fisenstein, 1823 ~ 1866) 
基于 复 三 次 方程 1 t+w +w =0 的 根 w=(1- /-3)/2 也 定义 了 一 种 素 
£. п + то 的 数 被 称 为 艾 森 斯 坦 整数 ; 而 艾 森 斯 坦 素 数 则 是 艾 森 
斯 坦 整 数 的 一 个 子 集 ， 即 其 中 不 能 再 被 分 解 的 那 一 类 。 说 来 有 趣 ， 复 整 
数理 论 的 创立 者 高 斯 曾经 拒绝 承认 它 也 是 整数 ， 因 为 о 包含 一 个 分 母 。 
但 艾 森 斯 坦 证 明 它 完全 符合 高 斯 的 复 整数 理论 ， 从 而 最 终 被 公认 为 一 类 
复 整 数 。 同 高 斯 素数 不 同 ， 普 通 素 数 2 在 w 平面 上 是 不 能 于 被 分 解 的 ， 
因此 是 艾 森 斯 坦 素 数 ; 而 3 以 及 所 有 形 如 6k +1 的 素数 则 可 以 被 分 解 ， 
而 不 是 艾 森 斯 坦 素 数 

3=(1-w)(l-w) 
7=(2-w)(2-w) 
13 = (3 - о) (3 – о?) 


艾 森 斯 坦 素数 的 分 布 也 形成 十 分 有 趣 的 图 案 ， 如 图 9-11 Жж. ЕЖ 
呈 六 边 形 对 称 的 ， 在 中 心 附近 有 完整 的 6 个 六 边 形 ， 同 蜂 筑 非常 相似 。 


图 9-11 艾 森 斯 坦 素数 的 分 布 
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作为 第 8 章 和 第 9 章 有 关 素 数 问题 的 讨论 的 结束 ， 我 们 给 出 一 些 习 
题 请 读者 解答 。 
[习题 9-1] 将 0 ~7 这 8 个 数字 分 布 到 一 个 
立方 体 的 8 个 顶 角 上 去 ,使 立方 体 12 条 边 2 端的 жоғ 
数字 之 和 都 是 素数 ， 见 图 9-12。 
[习题 9-2] 在 图 9-13 的 9 个 黑 点 处 填 以 数 
т, 使 3 条 横 线 、3 条 坚 线 以 及 10 条 斜 线 上 的 数 
正 向 读 和 反 向 读 均 为 素数 。 如 果 不 考虑 将 图 形 旋 
转 所 获得 的 同 构 解 ， 本 题 共 有 5 个 可 能 答案 。 图 9-12 习题 9-1 
[习题 9-3] 试 构成 这 
样 一 种 特殊 的 4 阶 幻 方 : 在 4x4 的 方 阵 中 填 入 
1 ~16 ,使 方 阵 中 任意 相 邻 2 数 (包括 左右 相 领 
和 上 下 相 邻 ) 之 和 都 是 素数 。 
[习题 9-4] 类 似 于 上 题 , 将 1 ~25 填 入 5 x 
5 的 方 阵 ， 使 任意 相 邻 2 数 之 和 都 是 素数 ， 且 限 


40 个 和 数 都 不 得 小 于 11 ， 又 不 得 大 于 41 。 
qipaq, Siga 制 个 和 数 都 不 得 小 于 得 大 于 
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所 谓 完 美 数 (perfect number) 是 这 样 的 数 ， 它 的 所 有 真 因子 〈 包 
括 1， 但 不 包括 这 个 数 本 身 ) 之 和 正好 等 于 这 个 数 本 身 。 例 如 

6-І х2х3, 而 1+2+3=6 

28-І х4х7-і х2 х14, 1+2 +4 +7 +14 =28 

6 和 28 是 最 小 的 2 个 完美 数 ， 这 在 古代 的 希腊 就 已 经 被 发 现 了 。 
由 于 6 是 古 时 传说 中 上 帝 创 造 世 界 所 用 的 天 数 ， 而 28 是 月 亮 绕 地 球 1 
周 所 需 的 天 数 ， 这 使 完美 数 在 古人 眼中 蒙 上 了 一 层 神秘 的 色彩 。 至 于 
我 们 今天 说 “神秘 的 完美 数 ”， 不 是 上 面 的 意思 ， 而 是 因为 对 完美 数 
我 们 还 有 许多 未 解决 的 问题 。 


怎样 判断 一 个 数 是 不 是 完美 数 呢 ? 如 果 用 我 们 开头 的 方法 ， 把 某 个 
数 的 真 因子 都 找 出 来 ， 再 把 它们 相 加 ， 看 其 和 是 否 同 该 数 相等 ， 那 就 太 
НЕХ Г. КЗ Е, 2300 多 年 前 伟大 的 数学 家 欧 几 里 得 早 就 解决 
了 这 个 问题 ， 他 指出 ， 只 要 2" -1 是 一 个 素数 ,那么 
М-2"! (2%-1) 


一 定 是 一 个 完美 数 о 
利用 欧 几 里 得 的 这 个 公式 ， 人 们 很 早 就 找到 了 最 前 面 的 5 个 完美 数 
n 完美 数 
2 6 
3 28 
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5 496 
7 8128 
13 33550336 


网 几 里 得 不 但 正确 地 给 出 了 求 完美 数 的 公式 ， 还 给 出 了 对 这 个 公式 

的 证 明 : #12" -1 是 素数 ， 则 2”” (27-1) 的 真 因数 之 和 为 
О ОУК ОО оа 0) 
а (Оа) ао Оту) 

对 上 式 进 行 化 简 即 得 

(оа) СОНОР ЕТ Yo) 

1730 年 ， 欧 拉 在 23 岁 时 对 欧 几 里 得 的 完美 数 公 式 给 出 了 一 个 严格 
的 数学 证 明 ， 还 证 明 它 是 获得 所 有 可 能 的 偶 完 美 数 的 唯一 公式 。 


|), ) 完美 数 与 梅森 素数 


在 欧 儿 里 得 求 完美 数 的 公式 中 ， 关 键 是 2" -1 必须 是 素数 。 而 2” - 
1 形式 的 素数 我 们 前 面 已 经 详细 介绍 过 ， 正 是 梅森 素数 。 这 样 ， 在 完美 
数 和 梅森 素数 之 间 ， 就 建立 起 了 一 个 严格 的 对 应 关系 : 只 要 找到 一 个 梅 
ЖЖ 2" -1， 把 它 乘 上 2” ， 也 就 找到 了 一 个 完美 数 。 因 此 ， 目 前 数 
学 界 的 注意 力 集中 于 找寻 梅森 素数 而 不 再 专门 关注 完美 数 。 前 面 我 们 已 
经 提 到 ， 到 目前 为 止 ， 人们 一 共 才 找到 44 个 梅森 素数 ， 最 大 一 个 是 
2006 年 9 月 找到 的 2 -1， 是 一 个 有 9808358 位 的 数 ; 这样， 到 目 
前 为 止 ,已 知 的 完美 数 也 就 只 有 44 个 ， 最 大 的 一 个 是 2 (2 
-1)， 是 一 个 有 19616715 位 的 数 。 从 最 小 的 、 只 有 1 位 的 6， 到 这 个 有 
19616715 位 的 完美 数 ， 横 路 如 此 巨大 范围 内 的 数 ， 只 有 44 个 是 完美 数 ， 
可 见 完美 数 确实 是 十 分 稀少 、 十 分 珍贵 的 ， 如 同 “ 完 人 难 砚 ”一 样 ， 
完美 数 也 难 辊 啊 。 
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10.) 完美 数 的 一 些 特 征 


除了 因子 和 恰 等 于 该 数 自 号 以外， 完美 数 还 有 一 些 令 人 注目 的 特 
Fo 

(1) 除了 第 一 个 完美 数 6 以 外 ， 所 有 的 完美 数 都 可 以 表达 为 若干 
个 数 的 立方 之 和 。 对 于 用 欧 几 里 得 公式 表示 的 完美 数 =2” (2" -1)， 


恰恰 等 于 目 然 数 的 最 前 面 2 个 奇数 的 立方 和 。 例如 
n=3, ЗЕЗЕЖ 28 = 1? +3° 
n=5, ЗЕЗЕЖ 496 =1 +3 +5 +7- 
п-7, 56338 8128-17-37 +S +7 +9 +112 +13? + 152 


(2) 完美 数 的 末尾 2 位 ， 要么 是 28， 要么 是 一 个 奇数 后 跟 6， 这 可 
从 前 面 表 中 看 出 。 

(3) 除了 最 小 的 完美 数 6 以 外 ， 其 余 完 美 数 的 数字 根 必 为 1。 所谓 
一 个 数 的 数字 根 (digital root) 是 指 把 该 数 的 各 位 相 加 ， 若 其 和 多 于 一 
位 ， 则 继续 把 其 各 位 相 加 …… 直 至 最 后 获得 的 一 位 数 。 例 如 

完美 数 28: 2+8=10, 1+0=1 

完美 数 496: 4+9+6=19, 1+9=10, 1+0=1 

完美 数 8128: 8+1+2+8=19, 1+9=10, 1+0=1 


(4) 1952 年 ， 数 学 家 发 现 ， 每 一 个 完美 数 都 可 以 简单 地 表达 成 从 1 
开始 的 (2" -1) 个 连续 的 自然 数 之 和 ， 而 n 就 是 求 完美 数 的 欧 几 里 得 
公式 中 的 n。 如 

6 =1+2 +3 
28 =1+2 +3 +4 +5 +6 +7 
496 =1 +2 +3 +--: +31 
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8128 =] +2 +3 +--- +127 


其 实 这 一 现象 是 同 欧 几 里 得 完美 数 公式 直接 联系 着 的 。 因 为 表达 为 
若干 连续 数 之 和 以 后 ， 完 美 数 实际 上 成 为 一 个 首 项 为 1， 未 项 为 (2" - 
1) ,项 数 也 是 (2" -1) ， 公 差 也 是 1 的 算术 级 数 ， 根 据 算 术 级 数 的 求 和 
公式 立即 可 变换 为 欧 几 里 得 完美 数 公式 


1-(27-1). в _ m ок s n _ 
Бена (2 1) =5 (27-1) =2" (2-1) 


由 此 可 知 ， 从 1 开始 的 连续 (2-1) 个 自然 数 之 和 均 有 2” (2" 
-1) 形式 的 和 ; 但 只 有 当 ЯЖЖ, (27-1) 也 是 素数 时 ， 这 个 和 数 
才 是 完美 数 。 

(5) 每 一 个 完美 数 ， 它 的 所 有 的 因子 (这 次 要 加 上 等 于 该 完美 数 
本 身 的 这 个 因子 ) 的 倒数 之 和 都 等 于 2， 如 


PE s о Е PI: 


(6) 是 否 只 有 偶数 才 有 可 能 是 完美 效 ， 奇 数 中 就 没有 完美 数 ” 这 
是 个 数学 家 至 今 没有 解决 的 问题 。 许 多 数学 家 相信 ， 奇 完美 数 是 不 存在 
的 ， 但 无 法 给 出 充分 的 证 明 。 也 有 数学 家 证 明 12m + 1 5% Збт +9 形式 的 
奇数 (其 中 m 是 素数 ) 中 有 可 能 存在 完美 数 ， 但 由 于 至 今 没 有 找到 这 
样 的 m， 这 个 论断 只 能 作为 一 种 猜想 。1968 4Е, 41% (Вгуапі Buck- 
erman) 证 明 奇 完美 数 如 果 存 在 ， 至 少 有 36 位 ( 即 >10”)。 但 30 多 年 
过 去 了 ,在 36 位 以 上 直至 200 位 的 奇数 中 人 们 仍然 没有 找到 一 个 完美 
数 ， 使 得 完美 数 世 界 至 今 仍然 是 一 个 “ 单 极 世界 ”。 这 个 世界 级 难题 的 
解决 有 赖 于 要 么 “ 抓 ”出 一 个 奇 完美 数 来 ， 要么 能 证 明 不 存在 奇 完 美 
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10775390 
数 ， 否 则 将 始终 困扰 着 一 代 又 一 代 的 数学 家 。 


10,4 нтк 


以 上 讨论 的 完美 数 是 普通 完美 数 ， 一 般 记 作 P,， 因 为 实际 上 ， 如 
打 把 这 样 的 数 的 所 有 因子 (包括 该 数 本 身 ) 相 加 的 话 ， 其 和 恰 为 该 数 
自身 的 2 倍 。 

已 经 发 现 ， 一 个 数 的 所 有 因子 相 加 ， 其 和 可 能 正好 等 于 该 数 本 身 的 
З. 448. 5 倍 等 。 这 样 的 数 叫 多 倍 完美 数 (multiply perfect number) 。 
如 果 是 3 倍 。 记 为 P;; 如 果 是 4 倍 ， 记 为 已 …… 

例如 ，120 这 个 数 ， 其 因子 包括 

1,2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120 

把 它们 相 加 得 360， 是 120 的 3 倍 ， 所 以 120 是 3 倍 完美 数 。 另 一 
个 3 倍 完美 数 是 672。 已 发 现 的 4 倍 完 美 数 有 30240, 5 倍 完美 数 有 
14182439040。6 倍 、7 倍 的 完美 数 也 有 发 现 ， 都 是 很 大 很 大 的 数 了 。 同 
普通 完美 数 一 样 ， 多 倍 完 美 数目 前 也 是 “ 单 极 世界 ”， 即 只 有 偶数 ， 没 
有 奇数 。 


[0.5 =з 


完美 数 是 根据 数 的 因 了 于 和 等 于 其 自身 定义 的 。 如 果 考 察 数 的 因子 积 
的 情况 ， 那 么 可 以 发 现 ， 有 些 数 的 因子 积 刚 好 是 一 个 完全 平方 (perfect 
square) ， 或 者 立方 ， 或 者 4 次 方 …… 由 于 已 经 把 完美 数 定义 给 前 者 ， 再 
加 后 一 种 情况 的 数 相 对 而 言 比较 多 ， 而 人 们 的 心理 状态 总 是 “ 物 以 稀 为 
贵 ”， 因 此 这 种 数 也 就 没有 专门 起 名 了 。 笔 者 认为 ， 对 这 样 的 数 也 应 给 
予 一 定 的 重视 ， 因 为 它们 毕竟 具有 “ 男 一 种 完美 ”"。 现 把 100 以 内 的 这 
样 几 个 数列 在 下 面 
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因子 积 
1.2.3.4.6= 144 = 12° 
1:-2.4.5.10- 400 = 202 


1.2.3.4.6.8.12 = 13824 =24- 

1-2-4.5-8.10-20- 64000 =40- 

1.3.5.9.15= 2025-45: 
1:.2.3.4.6.8-12.16.-24-5308416 =48* 
1:-2.4.5.8.10:16:-20.-40-40960000 = 80“ 
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任 取 目 然 数 ， 把 它 的 各 个 因子 (包括 1， 但 不 包括 该 数 自 身 ) 相 
加 ， 得 一 数 ; 再 取 该 数 的 因子 相 加 …… 如 此 重复 进行 ， 会 出现 什么 情况 
呢 ? 这 有 以 下 3 种 情况 : 
(1) 大 数 重复 取 因 子 和 ， 绝 大 多 数 最 后 都 收敛 为 1。 对 于 素数 ， 这 
个 结论 是 不 言 而 喻 的 ; 对 于 合 数 ， 在 重复 取 因 子 和 的 过 程 中 一 旦 在 某 1 
步 其 结果 为 素数， 立即 也 就 掉 进 1 这 个 黑洞 。 例 如 ，20 这 个 数 的 演变 过 
程 如 下 
20; 1+2 +4 +5 +10 =22 
22. 1+2+11=14 
14; 1+2 +7 =10 
10: 1+2 +5 =8 
8: 1+2 +4 =7 
7: 1 
(2) 数 的 因子 和 恰 为 该 数 自身 。 这 样 的 数 叫 “完美 数 ”， 我 们 在 第 
10 章 中 刚刚 详细 地 介绍 过 它 了 。 
(3) 某 数 的 因子 和 为 另 一 数 ， 而 这 个 另 一 数 的 因子 和 恰恰 又 是 某 
数 。 这 样 的 一 对 数 称 为 亲 和 数 或 友好 数 (amicable number) 。 
业 和 数 是 希腊 的 雅 动 利 顾 斯 (lamblichus) 在 公元 320 年 首先 发 现 
的 。 他 注意 到 284 的 因子 和 为 
1+2 +4 +71 + 142 =220 
而 220 的 因子 和 为 
1+2 +4 +5 +10 +11 +20 +22 +44 +55 =284 
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他 党 得 很 有 意思 ， 疝 当时 的 大 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 报告 了 他 的 发 现 。 
他 们 想 再 找 出 一 对 这 样 的 亲 和 数 ， 但 是 没有 成 功 。 直 到 1636 年 ， 法 国 
的 大 数学 家 费 马 才 找 到 了 又 一 对 亲 和 数 : 17296-18416, 2 年 以 后 ， 即 
1638 年 ， 稍 卡 儿 发 现 了 更 大 的 一 对 亲 和 数 : 9363584- 9437056, 100 多 
年 以 后 ， 欧 拉 经 过 系统 研究 ， 于 1750 年 给 出 了 60 对 亲 和 数 。 但 奇怪 的 
是 ， 他 们 都 漏 掉 了 220-284 之 后 最 小 的 一 对 亲 和 数 ， 即 1184-1210。 这 
对 亲 和 数 是 1866 年 由 当时 年 仅 16 岁 的 意大利 数学 家 帕 卡 尼 尼 (Nicolo 
Paganini) 发 现 的 。 


ll ) 产生 亲 和 数 的 公式 


有 没有 产生 亲 和 数 的 公式 呢 ? 7 世纪 时 阿拉 伯 数 学 家 泰 比特 ' 本 柯 
\ (Thabit ben Котаһ) 91, 2х 是 大 于 1 的 整数 ， 而 以 下 3 式 部 是 
素数 


а-3.27-1 

b=3.2* -1 

c=9.2” -1 
则 Е, =2 ab 

Е, =2*с 


是 一 对 亲 和 数 。 当 * =2 时 ， 通 过 以 上 公式 获得 的 就 是 亲 和 数 220 和 284。 
你 看 ， 亲 和 数 和 素数 又 有 着 多 人 么 紧密 的 关系 ! 亲 和 数 对 的 例子 还 有 
2620-2924 
5020-5564 
6232-6368 
10744-10856 
17296-18416 
9363584-9437056 
111448537712-118853793424 
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在 计算 机 的 帮助 下 ， 目 前 已 知 的 亲 和 数 有 4 万 多 对 。 其 中 ，105 以 
内 共 13 对 ，105 以 内 共 42 对 。 下 面 是 10 万 以 内 的 13 对 
е БЭСТ 
284 = 2 х2 х 71 


ll]84 =2x2x2x2x2 x37 
1210 =2x3Xxllxll 
2620 = 2 x2 x 5 x 131 


| 

| 

5020 = 2 x2 x 5 x 251 

нж -2х2х13 х 107 

6232 = 2 х2 х2 х19 х41 
інін -2х2х2х2х2 x 199 
10744 = 2 x 2 x 2 x 17 x 79 
Сан =2 х2х2 х 23 х 59 
12285 = 3 х3 х3 х5 х7 х 13 
рн = 3 x 5 х7 x 139 

17296 = 2 x 2 x 2 х2 x 23 x 47 
я =22 х2 х2 х2 х.115] 
63020 = 2 х2 х5 х 23 х 137 
ек = 2 x 2 3223 xX:827 
66928 = 2 x 2 х2 х2 x 47 x 89 
кеі = 2 x 2 x 2 x 2 x 53 x 79 
67095 = 3 х3 х3 х5 x 7 x 71 
ей = 3 x3 33 X53517 31 
69615 = 3 x3 x 5 x 7 x 13 x 17 
a = 3 x 3 х7 x 13 x 107 
ек -2х5хХх5х5Х11 х29 
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以 上 我 们 把 所 有 13 对 亲 和 数 都 写成 素 因 子 的 连 乘积 ， 因 为 这 样 就 
可 以 很 容易 验证 它们 互 为 亲 和 数 。 例 如 ，220 =2 х2х5х, А; 220 
的 真 因子 就 是 1、2、2 x2 =4、S$、2xS=10、11、2 x2 xS=20、2 xll 
-22,2х2х1-44, 5 х11 =55, 2 х5 х11 =110, ЖИ 个， 其 和 为 
284, 17284 =2 х2 x71， 由 此 可 知 其 真 因子 为 1、2、2 x2 =4、71、2 
x71=142,， 共 5 个 ， 其 和 为 220。 由 此 可 见 ， 把 数 分 解 为 素 因 子 并 写成 
素 因 子 的 连 乘积 可 方便 寻找 或 证 明 亲 和 数 。 | 


[1,3 нон 


以 后 又 发 现 了 亲 和 数 群 或 叫 亲 各 数 链 (amicable number chain), В| 
甲 数 的 因子 和 是 乙 数 ， 乙 数 的 因子 和 是 两 数 ，…… 经 过 几 个 环 ， 回 到 甲 
数 。 例 如 ， 有 5 个 环 的 亲 和 数 群 

12496 - 14288 - 15472 - 14536 - 14264 - 12496 


K 


я 
5-29 


<< АА < 255. 
сжат ТАС За өз. 
а) 1887 ЫШ ра 


ІҢ 11-1 有 28 个 环 的 亲 和 数 链 


这 样 的 亲 和 数 群 又 叫 “合群 数 ”。 目 前 已 知 的 最 大 亲 和 数 链 中 有 28 
个 环 ， 其 中 最 小 的 一 个 数 是 14316 ， 最 大 的 一 个 是 629072。 如 有 果 把 最 小 
那个 数 当 作 第 一 个 环 的 话 ， 该 亲 和 数 链 如 图 11-1， 包 含 各 数 顺 序 如 下 
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14316 - 19116 - 31704 - 47616 - 83328 - 177792 — 295488 – 629072 – 
589786 - 294896 - 358336 - 418904 - 366556 - 274924 - 275444 - 243760 
- 376736 - 381028 -285778 - 152990 - 122410 — 97946 – 48976 – 45946 - 
22976 - 22744 - 19916 — 17716 - 14316 

以 上 2 个 亲 和 数 链 都 是 法 国 数 学 家 普 莱特 (P. Роше!) 在 1918 年 发 
现 的 。 

有 关 亲 和 数 的 研究 虽然 取得 了 很 大 成 绩 ， 但 仍 有 许多 未 解 之 恋 。 例 
如 ， 亲 和 数 是 否 有 无 限 多 ? 此外， 人 们 发 现 ， 本 柯 拉 的 公式 只 能 产生 少 
数 几 个 亲 和 数 对 ， 因 此 数学 家 们 还 在 寻找 更 通用 的 公式 。 关 于 亲 和 数 人 研 
ЖЕНА, 剑桥 大 学 的 华商 科学 家 Sony Yan 博士 在 Mathematics Tody 
1997 年 6 月 号 上 有 一 篇 很 好 的 综述 论文 ， 感 兴趣 的 读者 不 妨 一 阅 。 
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至 此 ， 我 们 对 娱乐 数学 中 的 两 大 经 典 名 题 ， 即 幻 方 和 素数 ， 都 已 做 
了 较为 详尽 的 介绍 。 大 家 看 到 ， 无 论 是 幻 方 还 是 素数 ， 都 包含 有 许 许多 
多 有 趣 的 现象 ， 也 存在 着 许 许 多 多 未 解 之 认 ， 刺 激 着 人 们 的 好 奇 心 和 探 
索 的 愿望 。 现 在 我 们 要 问 ， 当 幻 方 和 素数 碰 在 一 起 时 会 出 现 什么 现象 
呢 ? 是 不 是 会 更 加 有 趣 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 作 为 本 书 的 结束 ， 我 们 向 大 
家 介绍 兼 涉 幻 方 和 素数 两 者 的 数学 问题 。 


ЛЕТ? 


素数 幻 方 最 早 是 由 杜 德 尼 在 1900 年 提出 的 ， 就 是 方 阵 中 的 数 全 都 
是 素数 的 幻 方 。 当 然 ， 素 数 幻 方 也 是 一 种 非 连续 数 幻 方 。 杜 德 尼 自己 构 
成 的 一 个 3 阶 素数 幻 方 如 图 12-1(a) ， 幻 方 常数 为 111。 继 杜 德 尼 之 后 ， 
贝尔 格 霍 尔 特 (Е. Bergholt) ЖЕР (С. D. Shuldham) 给 出 了 4 阶 
ЖА] р, ИН 12-1(Ь), УЖО 102. Ф 20 世纪 初 ，1 还 被 当做 
素数 ， 所 以 这 2 个 幻 方 中 都 包含 1。 后 来 明确 1 不 是 素数 以 后 ， 人 们 重 
新 构造 了 3 阶 和 4 阶 的 素数 幻 方 如 图 12-2。 其 中 3 阶 素数 幻 方 是 鲁 道 尔 
Ж. 昂 德里 卡 (Rudolph Ondrejka) 发 明 的 ， 这 是 目前 已 知 的 幻 方 常数 
最 小 (177) 的 3 阶 素数 幻 方 。 图 中 的 4 阶 素数 幻 方 是 小 约翰 逊 
(А. W. Johnson, Jr.) 设计 的 ， 幻 方 常数 为 120。 有 意思 的 是 ， 不 管 是 
否 把 1 当做 素数 ， 能 构成 的 3 阶 素数 幻 方 的 幻 方 常数 总 是 大 于 4 阶 的 。 

在 研究 素数 幻 方 方 面 , 赛 尔 斯 (HA.Sayles) Ж 8 Ж 
(J. N. Muncey) 是 佼 使 者， 他 们 构造 出 了 5 阶 、6 阶 以 至 12 阶 的 素数 幻 
方 。 其 中 以 12 阶 的 素数 幻 方 最 为 精巧 ， 正 好 用 了 素数 表 中 最 前 面 的 144 
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ШЕ 


个 奇 素数 (包括 1) 。 自 此 之 后 ， 有 许多 数学 家 试图 用 最 前 面 的 ” 个 奇 
素数 来 构成 n 阶 的 素数 幻 方 ， 但 都 没有 成 功 。 最 后 证 明 ， 当 n<12 HJ, 
用 最 前 面 的 nw 个 奇 素数 构成 n 阶 幻 方 是 不 可 能 的 。 


1669 | 199 |1249 
619 |1039 |1459 
829 |1879 


图 12-3 由 算术 级 数 构成 


加 四 回回 
四 四 回回 
13 í 37 | 61 
加 加 四 加 
回回 四 加 


(b) 
图 12-1 最 初 构成 的 素数 幻 方 (81) 
DDD 


加 四 四 加 
(а) 
ІҢ 12-2 不 含 1 的 3 阶 和 4 ИЛ 


(b) 
能 不 能 用 形成 算术 级 数 的 9 个 素数 构成 约 
Jr? 答案 是 肯定 的 ， 而 且 找 到 了 很 多 。 图 12-3 
是 约 方 常数 最 小 (3117) 的 这 样 一 个 3 ИР 
幻 方 ， 公差 为 210。 
小 约翰 逊 在 开发 素数 纠 方 上 有 很 多 贡献 ， 


的 3 阶 素数 幻 方 除了 前 面 的 4 阶 素数 幻 方 以 外 ， 其 中 最 引 人 注 


目的 是 一 个 6 阶 的 系数 约 方 ， 如 网 12-4。 这 个 


约 方 在 西方 引起 了 很 大 的 重视 ， 被 称 为 是 “有 局 示 性 的 约 方 ” (apoca- 
Іуріс magic square) 。 其 原因 有 二 : 由 它 不 是 一 个 普通 幻 方 ， 而 是 一 个 
泛 对 角 线 幻 方 ， 即 “完美 幻 方 ” ， 这 对 于 素数 幻 方 而 言 是 十 分 难得 的 。 
图 中 有 阴影 的 6 个 方 格 即 组 成 一 折 对 角 线 ; 忆 这 个 幻 方 的 幻 方 常数 是 
666。 而 666 在 西方 被 称 为 “ 兽 数 ”( beast number) ， 是 一 个 有 特殊 意义 
的 数 。 大 与 的 beast， 即 Beast 在 基督 教 中 指 反 对 基督 的 人 。 可 惜 对 这 个 
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幻 方 的 发 明 人 小 约翰 逊 我 们 也 一 无 所 知 。 


图 124 小 约翰 逊 的 6 阶 素 数 幻 方 


以 上 介绍 的 这 些 幻 方 都 是 “ 凑 ” 出 来 的 。 有 没有 构成 素数 幻 方 的 
通用 模板 呢 ? 1938 年 ， 贝 尔格 霍 尔 特 终于 找到 了 构成 4 阶 素数 幻 方 的 
一 个 一 般 形 式 如 图 12-5 о 


Я 12-5 4 阶 素 数 幻 方 的 模板 
当 取 4=13，B =11，C=37, р=41 (这 4 个 数 显然 必须 取 素 数 ) ， 
а-10, 5-18, с-24, а= -2 时 ， 即 得 图 12-1 (b) 的 4 阶 素数 幻 方 。 
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若 满足 =5=d-e= 元 (4-B-C+D)， 则 形成 的 素数 幻 方 还 是 完美 


的 。 若 满足 a+c=d=b-c 且 A+C=B+D， 则 素数 幻 方 是 对 称 的 。 读 
者 不 妨 根据 以 上 一 般 形 式 找 几 个 4 阶 素数 幻 方 出 来 。 由 以 上 条 件 还 可 以 
知道 , 4 阶 素数 幻 方 不 可 能 既是 对 称 的 ， 又 是 完美 的 ， 因 为 这 导致 
A -a=B, 而 幻 方 中 不 允许 有 2 个 相同 元 素 。 

前 面 我 们 提 到 ， 用 最 前 面 的 n 个 奇 素数 是 不 可 能 构成 %<12 的 n 阶 
幻 方 的 。 但 是 有 没有 可 能 用 素数 表 中 间 的 连续 n 个 素数 构成 幻 方 呢 ? 
这 还 是 有 可 能 的 。 尼 尔 偿 (H. Nelson) 利用 Cray 巨型 机 一 下 就 发 现 了 
这 样 的 22 个 3 阶 幻 方 ， 其 中 最 小 的 一 个 如 图 12-6。 这 9 个 10 位 数字 的 
素数 实际 上 形成 a, азһ, a +2h; (а-в), (а+Ё) +h, (а+Ё) + 
2h; (a +2k), (a +2k) +h，(a+2k) +2h 这 样 一 个 数列 ， 其 中 a = 
1480028129, Һ-12, 5 =30， 人 恰 是 连续 的 9 ТЕЖ. 


图 12-6 ”连续 素数 组 成 的 幻 方 
在 素数 幻 方 的 研究 与 开发 方面 ， 中 国学 者 有 很 出 色 的 成 就 ， 这 里 我 
们 介绍 其 中 的 2 个 。 图 12-7 是 一 个 4 阶 同 尾 素数 幻 方 。 其 中 ，16 ЛЕ 
数 均 以 7 结尾 ， 幻 和 为 39968 。 


图 12-7 可 以 “抬头 去 尾 ” 的 素数 幻 方 
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把 这 个 幻 方 中 的 所 有 数 都 “抬头 去 尾 ”， 即 去 挤 最 高 位 和 最 低位 以 
它 仍然 是 一 个 素数 幻 方 ， 其 幻 和 为 294。 图 12-8 也 是 一 个 4 阶 素数 
幻 方 ， 幻 和 为 5792。 这 个 幻 方 有 什么 特异 之 处 呢 ? 


1709 3433 


3343 ЕЛЕС 1597 


图 12-8 可 以 作 “ 三 级 跳 ” 的 素数 幻 方 


它 可 以 进行 “三 级 跳 ": 在 其 中 各 数 上 都 加 2310， 仍 为 素数 幻 方 ， 
幻 和 为 13032; 在 新 幻 方 的 各 数 上 再 加 2310， 还 是 素数 幻 方 ， 幻 和 为 
24272。 对 普通 幻 方 来 说 ， 作 任意 步 长 的 任意 多 级 跳 都 是 不 成 问题 的 ， 
而 对 于 素数 幻 方 来 说 ， 设 计 出 能 作 三 级 跳 ， 跳 了 以 后 仍然 是 素数 幻 方 ， 
就 绝 非 易 事 了 。 


[1.1 нех 


辽宁 师范 大 学 的 周 开 其 先生 是 中 国 书法 家 协会 理事 ， 对 中 国 书画 有 
很 深 的 造 话 ， 其 作品 在 国内 屡屡 获奖 。 他 同时 也 是 幻 方 的 爱好 者 和 富有 
创新 精神 的 开拓 者 。 他 独创 的 “ 科 艺 幻 方 ”将 数学 与 中 国文 化 紧密 结 
合 在 一 起 ， 令 人 拍案 叫绝 。 所 谓 科 艺 幻 方 就 是 这 样 的 幻 方 ， 如 果 把 幻 方 
中 的 素数 方 格 勾勒 出 来 ， 可 以 形成 汉字 或 图 像 。2006 年 初 ， 周 开 其 先 
生 把 他 精心 设计 的 福 字 幻 方 (图 12-9) 寄 赠 笔者 ， 使 笔者 惊叹 不 已 ， 
把 它 当 作 最 珍贵 的 新 年 礼物 。 在 这 个 16 阶 幻 方 中 ，55 个 素数 方 格 居中 
凸显 了 一 个 福 字 ， 真 有 鬼 斧 神 功 之 妙 。 笔 者 在 2006 年 9 月 《科技 导报 》 
的 “好 玩 的 数学 ”专栏 中 把 这 个 福 字 幻 方 介绍 给 读者 以 后 ， 也 赢得 了 
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广大 科技 工作 者 的 一 片 叫 好 ， 称 赞 它 是 科技 美和 艺术 美 结合 的 典范 ， 也 
是 科学 与 中 国 传统 文化 结合 的 典范 。 
xo [o Pesqo ШЕРІ оз 
204 54 |51 р01|63 | 12|229243192 30) 24 рз1|21)028|34|27| 
43 1 


ТЕПЕ ТЕТЕ ТІШМЕ јат 
НЫ 


[48 [223] вз 172226 z 

рн | ІН 

68 |34128|187|94 | 89 926 |127 
ТТ mm 51 41 |136] 50 |196 
т 
162164 93 |195] 9 [164] 91 |169 87 |249 20 [60 15035140 [в6. 


图 12-9 ЧЕЛ 


тля, ЕУ ТЕУ “ЕҚ” 
幻 方 ， 见 图 12-10。 这 是 个 32 阶 约 方 ， 填 人 其 中 的 0 ~ 1023 中 ， 共 有 
173 “АЖ 〈 含 1) ， 把 这 173 个 素数 所 在 方 格 勾 出 轮廓 ， 恰 好 形成 5 个 
“ 龙 ” 字 ， 中 间 一 个 大 龙 是 繁体 ， 四 周 4 个 小 龙 是 简体 美术 字 。 如 采 把 
位 于 第 一 行 中 间 的 “ 〇 ”看 作 一 颗 珠 子 ， 不 就 是 五 龙 戏 珠 吗 ? 

周 先生 表示 ， 在 幻 方 中 形 成 文字 和 图 像 ， 不 是 他 的 最 终 目 的 ; ЕЖ 
望 能 通过 幻 方 中 的 文字 图 像 探 求 易 经 及 混沌 理论 的 奥秘 。 我 们 祝愿 周 先 
生 的 研究 取得 更 大 成 果 ， 也 希望 有 更 多 读者 参与 到 这 个 研究 中 来 。 
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部 分 习题 、 问 题 答 案 
(未 标 “ 习 题 ” 的 是 正文 中 相应 章节 中 的 问题 ) 


[4-6] T 形 幻 方 如 下 所 示 

ШЕШЫЫ 
ШОПЕН 
зр 
ll 


[习题 7-1] 最 简单 的 幻 立方 如 下 所 示 ， 每 面 4 顶 角 上 数字 之 和 均 
为 18。 


部 分 习题 、 问 题 答 案 


[ 习题 7-2] 最 简单 的 幻 圆 如 下 所 示 ， 每 条 直径 上 4 数 以 及 内 层 和 


外 层 上 4 数 和 均 18, 
© 
/ON 
02024070 
GO 
人 


[习题 7-3] 


I П Ш 


l. H. H3 个 直 条 和 这 个 模 条 上 的 数字 之 和 均 为 25。 
[习题 7-4] 交叉 方 ， 每 边 4 数 及 2 个 正方 形 4 角 4 数 之 和 均 为 
34. 
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[习题 7-6] 下 图 中 ， 在 1~15 中 未 用 的 是 9、13、14; 5 用 了 2 个， 
每 线 3 数 和 均 为 20。 
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部 分 习题 、 问 题 答 案 


| 习题 9-1] 将 0 ~7 分 布 于 立方 体 顶 角 ， 使 所 有 12 条 边 2 端 数字 和 
均 为 素数 的 解 如 下 。 如 不 考虑 旋转 ， 这 个 解 是 唯一 的 。 此 外 已 经 证 明 ， 
除 0 ~7 以 外 ， 其 他 任意 连续 8 个 数 (比如 1~8) 都 不 可 能 实现 本 题 要 
求 。 


[ 习题 9-2] 本 题 的 5 个 答案 如 下 
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313 313 313 313 313 
151 181 151 757 787 
313 33 373 313 313 
| 5 个 答案 均 可 形成 8 个 3 位 的 可 逆 素 数 ，4 个 2 位 的 可 北 素 数 ， 
以 及 4 个 1 位 的 素数 (但 不 一 定 不 同 )。 

[习题 9-3] 为 了 构成 上 下 、 左 右 相 令 2 数 之 和 均 为 素数 的 方 阵 , 显 
然 在 横向 和 纵向 都 要 将 8 个 奇数 和 8 个 偶数 互相 交叉 着 排列 ,以 便 使 相 
加 2 数 中 包含 1 个 奇数 ,1 个 偶数 ,使 和 为 奇数 ,并 使 奇数 不 能 被 3 所 除 尽 
( 仅 1+2=3 例 外 )。 若 不 考虑 旋转 与 反射 , 则 满足 条 件 的 这 样 的 4 阶 方 
阵 共 有 187 个 解 。 对 每 一 个 这 样 的 解 , 在 奇数 上 加 1 ,在 偶数 上 减 1, 必 同 
Жал Еа, АЛЖАН, АЯН 374 个 解 。 下 面 作 为 示例 给 出 3 个 
解 ,第 3 个 解 中 和 数 包 括 可 能 的 全 部 9 个 素数 (3,5,7,11,13 ,17 ,19 ,23， 
29) ,第 2 个 解 中 没有 和 数 7, 第 ]1 个 解 中 没有 和 数 $ 和 17。 


求 任意 相 邻 2 数 之 和 都 是 素数 ， 这 样 的 5 Mr 
使 1 个 奇数 和 1 个 偶数 之 
就 大 为 减少 了 。 下 面 
交叉 分 布 的 ， 且 


[ 习题 9-4] 如 果 只 要 
方 阵 的 解 很 多 很 多 。 限 制 和 在 11 ~41 之 间 ， 
和 小 于 11 以 及 大 于 41 的 2 个 数 均 不 能 相 邻 ， 解 答 

给 出 2 个 解答 作为 示例 。 显 然 ， 方 阵 中 奇数 和 偶数 也 是 
4 角 必 为 奇数 占据 。 


加 四 口中 四 
09302 
ПЕС 
Г. 
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